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✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉0✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
❈❤❛♣✐%&❡ ✽ ❈♦♥❝❧✉0✐♦♥ ❣*♥*&❛❧❡ ❡% ♣❡&0♣❡❝%✐✈❡0 ✶✷✺
❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✶✷✾
❈❤❛♣✐%&❡ ✶
■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ❣0♥0&❛❧❡
▲❡" ❛❝%✐✈✐%(" ✐♥❞✉"%,✐❡❧❧❡"✱ %♦✉% ❝♦♠♠❡ ❧❡" ❛❧(❛" ♥❛%✉,❡❧"✱ ♣❡✉✈❡♥% ✐♥❞✉✐,❡ ❞❡" ,✐"2✉❡"
❞❡ ♥❛%✉,❡ ❞✐✈❡,"❡✱ ✈♦✐, ❝♦♥❞✉✐,❡ 3 ❞❡" (✈(♥❡♠❡♥%" ❝❛%❛"%,♦♣❤✐2✉❡"✳ ❉❡ ❢❛8♦♥ 3 ,(❞✉✐,❡
❝❡" ,✐"2✉❡" 3 ❞❡" ♥✐✈❡❛✉① ❛❝❝❡♣%❛❜❧❡" ♣♦✉, ❧✬♦♣✐♥✐♦♥ ♣✉❜❧✐2✉❡✱ 3 ❡♥ ❧✐♠✐%❡, ❧❡" ❝♦<%" ❛✉""✐
❜✐❡♥ ❤✉♠❛✐♥"✱ ♠❛%(,✐❡❧" 2✉❡ ✜♥❛♥❝✐❡," ❡% 3 ,❡"♣❡❝%❡, ❧❛ ,(❣❧❡♠❡♥%❛%✐♦♥✱ ✐❧ ❡"% ♥(❝❡""❛✐,❡
❞✬(✈❛❧✉❡, ❝❡" ,✐"2✉❡"✱ ❞✬❡♥ ♣,(✈❡♥✐, ❧❛ "✉,✈❡♥✉❡ ✭♣,(✈❡♥%✐♦♥✮ ❡% ❞✬❡♥ ❧✐♠✐%❡, ❧❡" ✐♠♣❛❝%"
✭♣,♦%❡❝%✐♦♥✮✳ ❉❛♥" ❧❡ ❝♦♥%❡①%❡ ❞✉ ❘✐"2✉❡ ▼❛❥❡✉, ✭,✐"2✉❡ ✐♥♦♥❞❛%✐♦♥✱ "(✐"♠❡✱ ,✐"2✉❡
✐♥❞✉"%,✐❡❧✱ ❡%❝✳✳✳✮✱ ❧❡" ✐♥❞✉"%,✐❡❧" ❡% ❧❡" ♣♦✉✈♦✐," ♣✉❜❧✐❝" ♦♥% ♠✐" ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡" ♣❧❛♥" ❞❡
"❡❝♦✉,"✱ ❞✬✐♥%❡,✈❡♥%✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❣❡"%✐♦♥ ❞❡ ❝,✐"❡ ♣❡,♠❡%%❛♥% ❞❡ ❞(%❡❝%❡,✱ ❛❧❡,%❡, ❡% ❣(,❡, ❧❡"
♠♦②❡♥" ❞❡ "❡❝♦✉,"✳
❈❡" ♣❧❛♥"✱ ❞(✜♥✐" 3 ♣,✐♦,✐✱ ❢♦♥% ✐♥%❡,✈❡♥✐, ✉♥ ❣,❛♥❞ ♥♦♠❜,❡ ❞✬❛❝%❡✉," ❛②❛♥% ❞❡
♥♦♠❜,❡✉"❡" ✐♥%❡,❛❝%✐♦♥"✱ ❡% "❡ ❝♦♠♠✉♥✐2✉❛♥% ✉♥❡ 2✉❛♥%✐%( ✐♠♣♦,%❛♥%❡ ❞✬✐♥❢♦,♠❛%✐♦♥"✳
■❧ ❡"% ❝,✉❝✐❛❧ ❞✬❛,,✐✈❡, 3 ❞(%❡❝%❡, ❡% 3 ✐❞❡♥%✐✜❡, ❞❡" "✐%✉❛%✐♦♥" ❛♥♦,♠❛❧❡" ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡"
✐♥❢♦,♠❛%✐♦♥" ,(❝✉♣(,(❡" "✉, ❧❡ %❡,,❛✐♥✱ ❞✬❛♥%✐❝✐♣❡, ❧❡✉," (✈♦❧✉%✐♦♥" ♣♦✉, ❛✐❞❡, 3 ❧❛ ♣,✐"❡
❞❡ ❞(❝✐"✐♦♥✱ ❡% ❞❡ ❧❡" ❣(,❡, ♣❛, ❧❛ ♠✐"❡ ❡♥ ♦❡✉✈,❡ ❞✬❛❝%✐♦♥" ❝♦,,❡❝%,✐❝❡" ❡♥ %❡♠♣" ❡% ❡♥ ❤❡✉,❡✳
❉❡ ♣❛,% ❧❛ ♥❛%✉,❡ ❡% ❧❛ "♦✉,❝❡ ❞✐✈❡,"✐✜(❡" ❞❡" ✐♥❢♦,♠❛%✐♦♥" 3 %,❛✐%❡, ❡% ❞❡" ❜❡"♦✐♥" ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛G♥❡ ❞(❝✐"✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝❡ "✉❥❡% "✬✐♥%H❣,❡ ♣❛,❢❛✐%❡♠❡♥% ❞❛♥" ❧❡ ♣,♦❥❡%
❙❡♥"❝✐%② ✜♥❛♥8❛♥% ❝❡ %,❛✈❛✐❧ ❡% ❞♦♥% ❧✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❡"% ❧✬(♠❡,❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① "❡,✈✐❝❡"
❛❞❛♣%(" ❛✉① ❜❡"♦✐♥" ❞❡" ♦♣(,❛%❡✉," ❞❡ "❡,✈✐❝❡" ✉,❜❛✐♥" ♣❛, ❧❡ ❞(✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❡% ❧✬❡①♣(,✐✲
♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ %❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡" ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ▼✷▼✱ ❡% ❝❡ ♥♦%❛♠♠❡♥% ❞❛♥" ❧❡ ❝❛❞,❡ ❞❡ ❧❛
❣❡"%✐♦♥ ❞❡" ,✐"2✉❡" ♣❛, ❧❡" ❝♦❧❧❡❝%✐✈✐%("✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡" ♣❛,%❡♥❛✐,❡" ♦♥% ♠✐" ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ,("❡❛✉
❞❡ ❞✐✛(,❡♥%" %②♣❡" ❞❡ ❝❛♣%❡✉," ♠❡"✉,❛♥% ❧❡ ❜,✉✐%✱ ❧❛ ✈✐%❡""❡ ❞✉ ✈❡♥%✱ ❧❡" ♦❞❡✉,"✱ ❧❛ 2✉❛❧✐%(
❞❡ ❧✬❛✐,✳✳✳✱ ✐❧ ❡"% ✐♠♣♦,%❛♥% ❞❡ "❛✈♦✐, "✐ ❝❡" ✐♥❢♦,♠❛%✐♦♥" ♠❡"✉,(❡" ❡% ,(❝✉♣(,(❡" "✉, ❧❡
,("❡❛✉ ❙❡♥"❝✐%② "♦♥% ❝♦,,❡❝%❡" ♦✉ ❡,,♦♥(❡" ❛✈❛♥% ❞❡ ❝❤❡,❝❤❡, 3 ❧❡" ❡①♣❧♦✐%❡,✳ ❈❡❝✐ ❞✬❛✉%❛♥%
♣❧✉" ✐♠♣♦,%❛♥% ❧♦,"2✉✬❡❧❧❡" "♦♥% ✉%✐❧✐"(❡" ❞❛♥" ✉♥ ❝♦♥%❡①%❡ ❞❡ ♠❛✐%,✐"❡ ❞✉ ❘✐"2✉❡ ▼❛❥❡✉,
♣♦✉, M%,❡ ❡♥ ♠❡"✉,❡ ❞❡ ❝♦,,❡❝%❡♠❡♥% (✈❛❧✉❡, ❡♥ ❝❛" ❞❡ ❝❛%❛"%,♦♣❤❡ ❧❛ ❝,✐%✐❝✐%( ❞❡ ❧❛ "✐%✉❛✲
%✐♦♥ ❡% ❞♦♥❝ ❧✬❛♠♣❧❡✉, ❞❡" ♠♦②❡♥" ❞❡ "❡❝♦✉," 3 ✉%✐❧✐"❡,✱ ♠❛✐" ❛✉""✐ ❡♥ "✐%✉❛%✐♦♥ ♥♦,♠❛❧❡
❞✬M%,❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✉ "✉,✈❡✐❧❧❡, ❧❛ ❝❤❛✐♥❡ ❞✬✐♥"%,✉♠❡♥%❛%✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❢❛❝✐❧✐%❡, ❧❛ ♠❛✐♥%❡♥❛♥❝❡✳
❆✜♥ ❞❡ ❝❧❛,✐✜❡, ❝❡" ♣♦✐♥%"✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉"%,❛%✐❢ ✈❛ ♠❛✐♥%❡♥❛♥% M%,❡ ♣,("❡♥%( ✭ ❋✐❣✉,❡ ✶✳✶✮
✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ❣1♥1&❛❧❡
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ .②.01♠❡ ❞❡ .✉2✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢✉✐0❡ ❞❡ ❣❛③ 0♦①✐;✉❡
❈♦♥.✐❞=2♦♥. ✉♥❡ ③♦♥❡ .❡♥.✐❜❧❡ ;✉✐ ❝♦♥0✐❡♥0 ✉♥ ❣❛③ 0♦①✐;✉❡ .❡2✈❛♥0 ? ❧❛ ❢❛❜2✐❝❛0✐♦♥ ❞❡.
♣2♦❞✉✐0. ❞✬✉♥❡ ✉.✐♥❡ ❯✳ ❆ ❝❛✉.❡ ❞❡ .❛ ❞❛♥❣❡2♦.✐0=✱ ❧❡ 2❡.♣♦♥.❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬✉.✐♥❡ ❛ ❞❡♠❛♥❞=
? ✉♥ ❡①♣❡20 ❞❡ ♠❡002❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ .②.01♠❡ ❞❡ .✉2✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉2 ❝❡00❡ ③♦♥❡✳ ❙✉✐0❡ ?
❝❡00❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❧✬❡①♣❡20 ❛ ✐♥.0❛❧❧=✱ ❛✉0♦✉2 ❞❡ ❧✬✉.✐♥❡✱ ✉♥ #$%❡❛✉ ❞❡ ❝❛♣+❡✉#%✱ ;✉❡ ❧✬♦♥
♥♦0❡ ❘❈✱ ;✉✐ ♣❡2♠❡0 ❞❡ 2=❝✉♣=2❡2 ❞❡. ✐♥❢♦2♠❛0✐♦♥. ❝♦♥❝❡2♥❛♥0 ❧❛ ✈✐0❡..❡ ❞✉ ✈❡♥0✱ ❧❛
❝♦♥❝❡♥02❛0✐♦♥ ❞✉ ❣❛③ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ♦C ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢✉✐0❡ ❡0❝✳✳✳ ❈❡ .②.01♠❡✱ ;✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♥♦0❡2 ❙✱
❛ ♣♦✉2 ❜✉0 ❞❡ 2=♣♦♥❞2❡ ? ❧❛ ;✉❡.0✐♦♥ ❝2✉❝✐❛❧❡ ✿ ;✉❡❧❧❡ ❡.0 ❧❛ ③♦♥❡ ❣=♦❣2❛♣❤✐;✉❡ ❞❛♥❣❡2❡✉.❡
♣♦✉2 ❧❛ .❛♥0= ❛✛❡❝0=❡ ♣❛2 ❧❡ ❣❛③ 0♦①✐;✉❡ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ♦C ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢✉✐0❡ ❞❛♥. ❞❡. ❝♦♥❞✐0✐♦♥.
=✈❛❧✉=❡. ♣❛2 ❧❡ 2=.❡❛✉ ❞❡ ❝❛♣0❡✉2. ❘❈✳
❆♣21. ❛✈♦✐2 =0= ✐♥.0❛❧❧= ❡0 ❛✈♦✐2 ♠♦❞=❧✐.= 0♦✉0❡. ❧❡. 2❡❧❛0✐♦♥. ❡♥02❡ ❧❡. ✐♥❢♦2♠❛0✐♦♥.
✈❡♥❛♥0 ❞❡. ❝❛♣0❡✉2.✱ ❧✬❡①♣❡20 ❝♦♥.02✉✐0 ✉♥ ♠♦❞0❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦#+❡♠❡♥+ ❞✉ .②.01♠❡
❙✱ ;✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦0❡ ▼❇✱ ❝♦♠♣♦.= ❞✬✉♥ ❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥+#❛✐♥+❡%✱ ;✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦0❡ ❈✱ 2❡❧✐❛♥0
❧❡. ♠❡.✉2❡. ❞❡. ❞✐✛=2❡♥0. ❝❛♣0❡✉2.✳
■♠❛❣✐♥♦♥. ;✉✬✉♥ ❥♦✉2 .✉2✈✐❡♥0 ✉♥ ♣2♦❜❧1♠❡ ❞❡ ❢✉✐0❡ ❡♥02❛✐♥❛♥0 ❧❛ ❞✐.♣❡2.✐♦♥ ❞❡ ❣❛③
0♦①✐;✉❡ ❞❛♥. ❧✬❛✐2✳ ●2J❝❡ ❛✉ ♠♦❞1❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦20❡♠❡♥0 ▼❇ ❡0 ❛✉① ♠❡.✉2❡. 2=❝✉♣=2=❡.
✈✐❛ ❧❡ 2=.❡❛✉ ❞❡ ❝❛♣0❡✉2. ❘❈✱ ❧✬❡①♣❡20 ♣❡✉0 ♣❛2 ❡①❡♠♣❧❡ ❞=❞✉✐2❡ ❞❡. ✐♥❢♦2♠❛0✐♦♥. .✉2 ❧❛
❧♦❝❛❧✐.❛0✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥❞2♦✐0 ♦C .❡ 02♦✉✈❡ ❧❛ .♦✉2❝❡ ❞✉ ♣2♦❜❧1♠❡✱ ♦✉ .✉2 ❧✬❛♠♣❧❡✉2 ❞❡ ❧❛ ❢✉✐0❡✳
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✉♥ ❜✐♦♣-♦❝(❞(✳ ❘❡♣♦&❛♥) &✉- ❧❡ ♠♦❞5❧❡ ❝♦♠♠✉)( ❝♦♠♣♦&( ❞✬✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞5❧❡&
❞②♥❛♠✐%✉❡&✱ ✐❧ ❡①♣❧✐%✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐5-❡ ❞()❛✐❧❧(❡ ❧❛ ♠✐&❡ ❡♥ ♦❡✉✈-❡ ❞✬✉♥❡ ♣-♦❝(❞✉-❡
❝♦♠♣❧5)❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦&)✐❝ ❡♥ ♠♦♥)-❛♥) ❧❡& ❛✈❛♥)❛❣❡& ❞❡ ♥♦)-❡ ❛♣♣-♦❝❤❡✳
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%✉❡❧%✉❡& ♣❡-&♣❡❝)✐✈❡& ❞❡ -❡❝❤❡-❝❤❡✳
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❉❡ ♥♦$ ❥♦✉'$✱ ❧❡$ $②$+,♠❡$ ♣❤②$✐1✉❡$ $♦♥+ ❞❡ ♣❧✉$ ❡♥ ♣❧✉$ ❝♦♠♣❧❡①❡$✳ ▼❛❧❣'9 ❧❛
♠❛:+'✐$❡ ❞❡ ❧❛ +❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱ ✐❧ '❡$+❡ 1✉❛♥❞ ♠;♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♠❛✐♥+❡♥✐' ❧❡$ $②$+,♠❡$
♣❤②$✐1✉❡$ ❞❛♥$ ❞❡ ❜♦♥♥❡$ ❝♦♥❞✐+✐♦♥$ ❞❡ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡♠❡♥+ ? ❝❛✉$❡ ❞❡ ❧✬✐♥+❡'❛❝+✐♦♥ ❞❡ +',$
♥♦♠❜'❡✉① ❝♦♠♣♦$❛♥+$ ❝♦♥$+✐+✉❛♥+ ❝❡$ $②$+,♠❡$✳ ❉❛♥$ ❧❡ ❜✉+ ❞✬❛♠9❧✐♦'❡' ❧❡$ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡$
1✉❡ ❝❡ $♦✐+ ❡♥ ♣'♦❞✉❝+✐✈✐+9✱ ❡♥ '❡♥+❛❜✐❧✐+9 ♦✉ ❡♥ 1✉❛❧✐+9 ❞❡$ ♣'♦❞✉✐+$ +♦✉+ ❡♥ ❧✐♠✐+❛♥+
❧✬✐♥+❡'✈❡♥+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♠❡✱ ❧❛ $✉'✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❛✉+♦♠❛+✐1✉❡ ❞❡ ❝❡$ $②$+,♠❡$ ❥♦✉❡ ✉♥ 'B❧❡
❝'♦✐$$❛♥+✳ ❉❡ ♠❛♥✐,'❡ ❣9♥9'❛❧❡✱ ❧❛ $✉'✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ $②$+,♠❡ ♣❤②$✐1✉❡ ❡$+ ❝♦♠♣❧,+❡♠❡♥+
❞9♣❡♥❞❛♥+❡ ❞❡$ ✐♥❢♦'♠❛+✐♦♥$ ♠❡$✉'9❡$ ♣❛' ❞❡$ ❝❛♣+❡✉'$✳ ❊+ ✐❧ $✉✣+ ❞✬❛✈♦✐' ✉♥ ❝❛♣+❡✉'
+♦♠❜9 ❡♥ ♣❛♥♥❡ ♣♦✉' ❡♥+'❛:♥❡' ❧❡ ❞②$❢♦♥❝+✐♦♥♥❡♠❡♥+ ❞✉ $②$+,♠❡ $✉'✈❡✐❧❧9✳
D❛' ❝♦♥$91✉❡♥+✱ ✉♥ $②$+,♠❡ ❞❡ $✉'✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞♦✐+ ;+'❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞9+❡❝+❡'✱ ✈♦✐'❡
❧♦❝❛❧✐$❡' ✉♥ ❞9❢❛✉+ ❛✛❡❝+❛♥+ ❧❡ $②$+,♠❡ ♣❤②$✐1✉❡ ♣'♦♣'❡♠❡♥+ ❞✐+✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡$ $❡$ ♣❛'+✐❡$✳
❉❛♥$ ❝❡++❡ ♦♣+✐1✉❡✱ ✉♥❡ ✐♥+'♦❞✉❝+✐♦♥ ❞❡$ ♥♦+✐♦♥$ ✉+✐❧✐$9❡$ ❝♦✉'❛♠♠❡♥+ ❞❛♥$ ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞9+❡❝+✐♦♥ ❡+ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐$❛+✐♦♥ ❞❡$ ❞9❢❛✉+$ ❞❛♥$ ✉♥ $②$+,♠❡ ♣❤②$✐1✉❡✱ ❛✐♥$✐ 1✉❡
❧❡$ ♠9+❤♦❞❡$ ❛♣♣'♦♣'✐9❡$ ♣♦✉' ❧❡ ❞✐❛❣♥♦$+✐❝ $♦♥+ ❜'✐,✈❡♠❡♥+ ♣'9$❡♥+9❡$ ❞❛♥$ ❝❡++❡ $❡❝+✐♦♥✳
◗✉❡❧$✉❡% ♥♦(✐♦♥% ✐♠♣♦,(❛♥(❡% ❞❛♥% ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦%(✐❝ ✿
✕ ❉3❢❛✉( ✿ ❞9✈✐❛+✐♦♥ ♥♦♥ ❛✉+♦'✐$9❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥$ ✉♥❡ ❝❛'❛❝+9'✐$+✐1✉❡ ♦✉ ✉♥ ♣❛'❛♠,+'❡
❞✉ $②$+,♠❡ ♣❤②$✐1✉❡ ♣❛' '❛♣♣♦'+ ? $♦♥ ❝♦♠♣♦'+❡♠❡♥+ ♥♦'♠❛❧✳
✕ ❉3❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✿ ✐♥+❡''✉♣+✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐,'❡ ♣❡'♠❛♥❡♥+❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐+9 1✉✐ ♣❡'♠❡+ ❞✬❛❝✲
❝♦♠♣❧✐' ❞❡$ ❢♦♥❝+✐♦♥$ $♣9❝✐✜9❡$ ❞✬✉♥ $②$+,♠❡ ♣❤②$✐1✉❡✳
✕ ❉②%❢♦♥❝(✐♦♥♥❡♠❡♥( ✿ ✐''9❣✉❧❛'✐+9 ✐♥+❡'♠✐++❡♥+❡ ❞❛♥$ ❧✬❛❝❝♦♠♣❧✐$$❡♠❡♥+ ❞❡$ ❢♦♥❝✲
+✐♦♥$ $♣9❝✐✜9❡$ ❞✬✉♥ $②$+,♠❡ ♣❤②$✐1✉❡✳
✕ 6❡,(✉,❜❛(✐♦♥ ✿ ❡♥+'9❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ♦✉ ✐♥❝♦♥+'B❧9❡ ✐♥+❡'✈❡♥❛♥+ ❞❛♥$ ✉♥ $②$+,♠❡✳
✕ ❙②♠♣(9♠❡ ✿ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞✐$+✐♥❝+✐❢ ❞✬✉♥ 9+❛+ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡❧ ❛♥♦'♠❛❧✳
✕ ❘3%✐❞✉ ✿ 9❝❛'+ ❡♥+'❡ ❧❡$ ♠❡$✉'❡$ ♦❜$❡'✈9❡$ ❡+ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉' ❞❡ '9❢9'❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧9❡ ?
♣❛'+✐' ❞❡$ '❡❧❛+✐♦♥$ ❞✉ ♠♦❞,❧❡✳
✶✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ❉+%❡❝%✐♦♥ ❡% ❧♦❝❛❧✐0❛%✐♦♥ ❞❡0 ❞+❢❛✉%0
✕ ❉!"❡❝"✐♦♥ ❞❡) ❞!❢❛✉") ✿ $%❝❤❡ )✉✐ ♣❡-♠❡$ ❞❡ ❞0$❡-♠✐♥❡- ❧❡3 ❞0❢❛✉$3 ♣-03❡♥$3 ❞❛♥3
✉♥ 3②3$7♠❡ ♣❤②3✐)✉❡✳
✕ ▲♦❝❛❧✐)❛"✐♦♥ ❞❡) ❞!❢❛✉") ✿ $%❝❤❡ )✉✐ ♣❡-♠❡$ ❞❡ ❞0$❡-♠✐♥❡- ❧❛ ♥❛$✉-❡✱ ❧❡ ❧✐❡✉ ❞❡3
❞0❢❛✉$3 ✭3✉✐$❡ ❞❡ ❧❛ ❞0$❡❝$✐♦♥ ❞❡3 ❞0❢❛✉$3✮ ❞❛♥3 ✉♥ 3②3$7♠❡✳
✕ ❙✉0✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ✿ $%❝❤❡ )✉✐ ❝♦♥3✐3$❡ = ❞0$❡-♠✐♥❡- ❡♥ $❡♠♣3 -0❡❧ ❧❡ ❝♦♠♣♦-$❡♠❡♥$ ❞✬✉♥
3②3$7♠❡ ♣❤②3✐)✉❡ ❡♥ ♣-❡♥❛♥$ ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ❧❡3 ✐♥❢♦-♠❛$✐♦♥3 ❡♥-❡❣✐3$-0❡3 ❞✉ 3②3$7♠❡✳
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✕ ❙✉♣❡0✈✐)✐♦♥ ✿ $%❝❤❡ ❝♦♠♣-❡♥❛♥$ ❧❛ 3✉-✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ 3②3$7♠❡ ♣❤②3✐)✉❡ ❡$ ❧❛ ❣0♥0✲
-❛$✐♦♥ ❞❡3 ❞0❝✐3✐♦♥3 ❛♣♣-♦♣-✐0❡3 ❛✜♥ ❞❡ ♠❛✐♥$❡♥✐- ❧❡ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡♠❡♥$ ❞✉ 3②3$7♠❡ ❡♥
♠♦❞❡ ❞0❣-❛❞0 ❡♥ ♣-03❡♥❝❡ ❞❡ ❞0❢❛✉$3✳
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❣-❛♥❞❡✉- 3✐♠✉❧$❛♥0♠❡♥$ ❞❡ ♣❧✉3✐❡✉-3 ❢❛F♦♥3✳
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▲❡3 ❞0❢❛✉$3 3♦♥$ ❞❡3 0✈0♥❡♠❡♥$3 )✉✐ ♦♥$ ❧✐❡✉ ❞❛♥3 ❧❡3 ❞✐✛0-❡♥$3 ♣❛-$✐❡3 ❞✬✉♥ 3②3$7♠❡
❧♦-3)✉✬✐❧ ❡3$ ❡♥ ❝♦♠♣♦-$❡♠❡♥$ ❛♥♦-♠❛❧✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ♠✉❧$✐$✉❞❡ ❞❡ ❞0❢❛✉$3 ❞❛♥3 ❧❡3 3②3✲
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❧❛ 2❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠❛'&2✐❡❧❧❡ ❡' ❧❛ 2❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❛♥❛❧②'✐M✉❡✳ ❈♦♠♠❡ $♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐M✉❡✱ ❧❛
♣2❡♠✐.2❡ ❝♦♥$✐$'❡ + ✉'✐❧✐$❡2 ❧❡$ ✐♥❢♦2♠❛'✐♦♥$ 2❡❞♦♥❞❛♥'❡$ 2&❝✉♣&2&❡$ + ♣❛2'✐2 ❞❡$ ❝❛♣'❡✉2$
❡' ❞❡$ ❛❝'✐♦♥♥❡✉2$ ♣❡2♠❡''❛♥' ❞❡ ♠❡$✉2❡2 ❡' ❝♦♥'2O❧❡2 ❧❡$ ✈❛2✐❛❜❧❡$✳ ❈❡❧❛ ♥&❝❡$$✐'❡ ❞❡
❞♦✉❜❧❡2✱ ♦✉ '2✐♣❧❡2✱ ✈♦✐2 ♣❧✉$✱ ❞❡$ ❝❛♣'❡✉2$ ❞❛♥$ ✉♥ $②$'.♠❡ ♣♦✉2 ❛$$✉2❡2 ❧✬♦❜'❡♥'✐♦♥ ❞❡$
❜♦♥♥❡$ ♠❡$✉2❡$✳ ❈❡ '②♣❡ ❞✬✐♥❢♦2♠❛'✐♦♥$ 2❡❞♦♥❞❛♥'❡$ ❡$' '2.$ ✉'✐❧✐$& ❞❛♥$ ❧❡$ ♣2♦❝❡$$✉$
❝2✐'✐M✉❡$ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥$ ❧❡$ ❛✈✐♦♥$ ♦✉ ❧❡$ ❝❡♥'2❛❧❡$ ♥✉❝❧&❛✐2❡$✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❧✬✉'✐❧✐$❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛
2❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠❛'&2✐❡❧❧❡ ❡$' '2.$ ❧✐♠✐'&❡ + ❝❛✉$❡ ❞❡ $♦♥ ❝♦P' ❡' $♦♥ ❡♥❝♦♠❜2❡♠❡♥'✳
◗✉❛♥' + ❧❛ 2❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❛♥❛❧②'✐M✉❡✱ ❡❧❧❡ ❡$' 2&❛❧✐$&❡ + ♣❛2'✐2 ❞❡ ❧❛ ❞&♣❡♥❞❛♥❝❡
❛♥❛❧②'✐M✉❡ ❡♥'2❡ ❧❡$ ✈❛2✐❛❜❧❡$✳ ❊❧❧❡ ❡$' ❢♦✉2♥✐❡ ❣&♥&2❛❧❡♠❡♥' ♣❛2 ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ 2❡❧❛'✐♦♥$
❛❧❣&❜2✐M✉❡$ ❡♥'2❡ ❧❡$ &'❛'$✱ ❧❡$ ❡♥'2&❡$ ❡' ❧❡$ $♦2'✐❡$ ❞✉ $②$'.♠❡✳ ❈❡$ 2❡❧❛'✐♦♥$ $♦♥'
❛♣♣❡❧&❡$ ❞❡$ 2❡❧❛'✐♦♥$ ❛♥❛❧②'✐M✉❡$✳ ❊♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛♥' ❝❡$ 2❡❧❛'✐♦♥$ ❛❧❣&❜2✐M✉❡$ ♣♦✉2 ❡$'✐♠❡2
♦✉ &❧✐♠✐♥❡2 ❧❡$ ❣2❛♥❞❡✉2$ ❞✬&'❛' ✐♥❝♦♥♥✉❡$✱ ❞❡$ 2❡❧❛'✐♦♥$ ❞❡ 2❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❛♥❛❧②'✐M✉❡
✭❘❘❆✮ $♦♥' ❣&♥&2&❡$✳ ▲❡ ♣♦✐♥' ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ❝❡$ ♠&'❤♦❞❡$ ❡$' M✉❡ ❝❡$ ❘❘❆ ❢❛✈♦2✐$❡♥'
❞❡$ ✐♥❞✐❝❛'❡✉2$ ❞❡ ❞&❢❛✉'$✱ M✉✐ ✉♥❡ ❢♦✐$ &✈❛❧✉& ❝♦♥❞✉✐$❡♥' + ❞❡$ ✈❛❧❡✉2$ ♣❧✉$ ❝♦♥♥✉❡$
$♦✉$ ❧❡ ♥♦♠ 2&$✐❞✉✳ ❚❤&♦2✐M✉❡♠❡♥'✱ ❧❡ $②$'.♠❡ ❡$' ❡♥ ❜♦♥ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡♠❡♥' ❧♦2$M✉❡ ❧❡$
2&$✐❞✉$ $♦♥' &❣❛✉① + ③&2♦✱ $✐ ❝❡ ♥✬❡$' ♣❛$ ❧❡ ❝❛$✱ ♦♥ ♣❡✉' ❝♦♥❝❧✉2❡ M✉❡ ❧❡ $②$'.♠❡ ❡$' ❡♥
❝♦♠♣♦2'❡♠❡♥' ❛♥♦2♠❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ + ❝❛✉$❡ ❞❡$ ❜2✉✐'$ ❡' ❞❡$ ✐♠♣2&❝✐$✐♦♥$ ❞❡$ ❝❛♣'❡✉2$✱
❧❡ 2&$✐❞✉ ♥✬❡$' ♣❛$ ❝♦♠♣❛2& + ③&2♦ ♠❛✐$ ❛✈❡❝ ✉♥ $❡✉✐❧ ǫ ✜①& '2.$ ❢❛✐❜❧❡✳ ◆♦✉$ ♣♦✉✈♦♥$
❝❧❛$$❡2 ❝❡$ ♠&'❤♦❞❡$ ❡♥ '2♦✐$ $♦✉$✲❣2♦✉♣❡$ ✿ ❧✬❡$'✐♠❛'✐♦♥ ❞❡$ ♣❛2❛♠.'2❡$✱ ❧✬❡$♣❛❝❡ ❞❡
♣❛2✐'& ❡' ❧❡$ ♠&'❤♦❞❡$ + ❜❛$❡ ❞✬♦❜$❡2✈❛'❡✉2$ ❞✬&'❛'✳
✸✳✷ ❊.%✐♠❛%✐♦♥ ❞❡. ♣❛&❛♠3%&❡.
❈❡''❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠&'❤♦❞❡$ ❡$' ✉'✐❧✐$&❡ ❣&♥&2❛❧❡♠❡♥' ♣♦✉2 ❧❛ $✉2✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❡♥ '❡♠♣$ 2&❡❧
❞❡$ ❣2❛♥❞❡✉2$ ✐♥❝♦♥♥✉❡$ ❞✉ $②$'.♠❡ M✉✐ ♥❡ $♦♥' ♣❛$ ♠❡$✉2❛❜❧❡$ ❞✐2❡❝'❡♠❡♥'✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥$✐$'❡
+ ❡$'✐♠❡2 ❝❡$ ✈❛❧❡✉2$ ❞❡$ ♣❛2❛♠.'2❡$ ❞✉ ♠♦❞.❧❡ ❞✉ $②$'.♠❡ ❡♥ ✉'✐❧✐$❛♥' ❞❡$ ♣2♦❝&❞✉2❡$
❞✬✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥✱ ♣✉✐$ ❞❡ ❝♦♠♣❛2❡2 ❝❡$ ✈❛❧❡✉2$ ❡$'✐♠&❡$ ❛✉① ✈❛❧❡✉2$ ♥♦♠✐♥❛❧❡$ ✭$✉♣♣♦$&❡$
❝♦♥♥✉❡$✮ ❞❡$ ❣2❛♥❞❡✉2$✳ ▲✬&❝❛2' ❡♥'2❡ ❝❡$ ✈❛❧❡✉2$ ❡$' ❧❡ 2&$✐❞✉✳ ❈❡''❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠&'❤♦❞❡$
$❡ '2♦✉✈❡ ❞❛♥$ ✭■$❡2♠❛♥♥✱ ✶✾✽✹✱ ✶✾✾✸✮✳
✶✼
✸✳✸ ❊#♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛)✐+, ♦✉ )❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❛♥❛❧②+✐2✉❡
❈❡$$❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠+$❤♦❞❡.✱ ❛②❛♥$ ♣♦✉4 ♦4✐❣✐♥❡ ❧❛ 4❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠❛$+4✐❡❧❧❡ 7✉✐ ❡.$ ✉$✐❧✐.+❡
✐♥✐$✐❛❧❡♠❡♥$ ❛✜♥ ❞❡ ❞+$❡❝$❡4 ❡$ ❧♦❝❛❧✐.❡4 ❞❡. ❞+❢❛✉$. ❞❡ ❝❛♣$❡✉4.✱ +$❡♥❞ ❧❡ ❞✐❛❣♥♦.$✐❝ ❛✉
.②.$9♠❡ ❝♦♠♣❧❡$ ♣✉✐.7✉❡ ❧❡. ✐♥❞✐❝❛$❡✉4. ❞❡ ❞+❢❛✉$. ✉$✐❧✐.+. ♣❡✉✈❡♥$ 4❡✢+$❡4 ❧❛ .$4✉❝$✉4❡
❡$ ❧❡ ❝♦♠♣♦4$❡♠❡♥$ ❞✉ .②.$9♠❡✳ ▲❡ ♣4✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥.✐.$❡ > ❣+♥+4❡4 ❞❡. 4❡❧❛$✐♦♥. ❞❡ ♣❛4✐$+ 7✉✐
4❡♣♦.❡♥$ .✉4 ❞❡. 4❡❧❛$✐♦♥. ❛❧❣+❜4✐7✉❡. .♦✉. ❢♦4♠❡ .$❛$✐7✉❡✳ ▲❛ ♣❛4$✐❝✉❧❛4✐$+ ❞❡ ❝❡. 4❡❧❛$✐♦♥.
❡.$ 7✉✬❡❧❧❡. ♥❡ ❝♦♥$✐❡♥♥❡♥$ 7✉❡ ❞❡. ✈❛4✐❛❜❧❡. ♠❡.✉4+❡. ❡♥ +❧✐♠✐♥❛♥$ $♦✉$❡. ❧❡. ✈❛4✐❛❜❧❡.
✐♥❝♦♥♥✉❡. ♣4+.❡♥$❡. ❞❛♥. ❧❡ ♠♦❞9❧❡ ❞✉ .②.$9♠❡✳ ▲❡ ❜✉$ ❡.$ ❞❡ ✈+4✐✜❡4 ❧❛ ❝♦❤+4❡♥❝❡ ❡♥
✉$✐❧✐.❛♥$ ❧❡. ✈❛4✐❛❜❧❡. ♠❡.✉4+❡. ❞❡ ❧✬❡♥$4+❡ ❡$ ❞❡ ❧❛ .♦4$✐❡ ❞✉ .②.$9♠❡✳ ▲❡. 4❡❧❛$✐♦♥. ❞❡
♣❛4✐$+ ✭♦✉ ♣❧✉. ❝♦♥♥✉ .♦✉. ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❘❡❧❛$✐♦♥. ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②$✐7✉❡✮ ❣+♥94❡♥$ ❞❡.
4+.✐❞✉. ❛✉①7✉❡❧. ✐❧ ❡.$ ♣♦..✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐7✉❡4 ❞❡. $❡.$. ❞✬❤②♣♦$❤9.❡.✳
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶ ❯♥❡ ❘❡❧❛&✐♦♥ ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②&✐-✉❡ ✭❘❘❆✮ ❡1& ✉♥❡ 2❡❧❛&✐♦♥ ❛♥❛❧②&✐-✉❡
-✉✐ ♥❡ ❢❛✐& ✐♥&❡2✈❡♥✐2 -✉❡ ❞❡1 ✈❛2✐❛❜❧❡1 ♦❜1❡2✈6❡1 ❡& ❞♦♥❝ 1✉♣♣♦16❡1 ❝♦♥♥✉❡1 ❞✉ 1②1&8♠❡✳
▲❛ ❣+♥+4❛$✐♦♥ ❞❡. 4+.✐❞✉. ♣❛4 ❧❡ ❜✐❛✐. ❞❡ 4❡❧❛$✐♦♥. ❞❡ 4❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❛♥❛❧②$✐7✉❡ ✭❘❘❆✮✱
♣❡✉$ F$4❡ ❞+❝♦♠♣♦.+❡ ❝♦♠♠❡ .✉✐$ ✿
✕ ❘❡❧❛$✐♦♥. ❞❡ 4❡❞♦♥❞❛♥❝❡ .$❛$✐7✉❡ ✿ ❝❡ $❡4♠❡ ❡.$ ✉$✐❧✐.+ ❧♦4.7✉❡ ❧❡. ❘❘❆ ❝♦♥$✐❡♥♥❡♥$
.❡✉❧❡♠❡♥$ ❞❡. ♠❡.✉4❡. ❛✉ ♠F♠❡ ✐♥.$❛♥$✳ ❈❡❝✐ ❝♦44❡.♣♦♥❞ ❛✉① .②.$9♠❡. ❡♥ 4+✲
❣✐♠❡ .$❛$✐♦♥♥❛✐4❡ ❡$ ❧❛ ❣+♥+4❛$✐♦♥ ❞❡. 4+.✐❞✉. ❡.$ ❢❛✐$❡ ❞✐4❡❝$❡♠❡♥$ > ♣❛4$✐4 ❞❡.
❘❘❆✳ ▲❛ 4❡❞♦♥❞❛♥❝❡ .$❛$✐7✉❡ ❡.$ ✉$✐❧✐.+❡ ❧♦4.7✉❡ ❞❡. 4❡❧❛$✐♦♥. ✐♥$❡4♥❡. ❡♥$4❡ ❧❡.
❞✐✛+4❡♥$❡. ✈❛4✐❛❜❧❡. ♣❤②.✐7✉❡. ✭✐♥❞✐4❡❝$❡♠❡♥$ ❧❡. ♠❡.✉4❡.✮ .♦♥$ ♣4✐.❡. ❡♥ ❝♦♠♣$❡✳
❆✉$4❡♠❡♥$✲❞✐$✱ ❡❧❧❡ ❝♦44❡.♣♦♥❞ > ❧❛ ♠✐.❡ ❡♥ +7✉❛$✐♦♥. ❞❡. ❝♦♥$4❛✐♥$❡. ❡♥$4❡ ❧❡.
✈❛4✐❛❜❧❡. ♠❡.✉4+❡.✳✭❘❛❣♦$ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮
✕ ❘❡❧❛$✐♦♥. ❞❡ 4❡❞♦♥❞❛♥❝❡ $❡♠♣♦4❡❧❧❡ ✿ ❝❡ $❡4♠❡ ❡.$ ✉$✐❧✐.+ ❧♦4.7✉❡ ❧✬♦♥ ❡✛❡❝$✉❡ ❧❛
❞+$❡❝$✐♦♥ ❞❡. ❞+❢❛✉$. .✉4 ❞❡. .②.$9♠❡ ❞②♥❛♠✐7✉❡.✳ ❈❡❝✐ ♥+❝❡..✐$❡ ❞✬❛✈♦✐4 ❞❡. ♠❡✲
.✉4❡. +❝❤❛♥$✐❧❧♦♥♥+❡. ❡①♣4✐♠+❡. .✉4 ✉♥ ❤♦4✐③♦♥ $❡♠♣♦4❡❧✳ ❉❛♥. ❝❡ ❝❛.✱ ❧❛ ❣+♥+4❛$✐♦♥
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❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣✐❧❛$✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉.✐❡✉4. ♠♦❞9❧❡. ❞②♥❛♠✐7✉❡. .✉4 ✉♥ ❤♦4✐③♦♥ ❞❡ $❡♠♣. ❛✜♥
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{
x(k + 1) = ❆x(k) +❇u(k)
y(k) = ❈x(k)
x ∈ Rn, y ∈ Rm, u ∈ Rq ✭✷✳✶✮
✶✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ❉+%❡❝%✐♦♥ ❡% ❧♦❝❛❧✐0❛%✐♦♥ ❞❡0 ❞+❢❛✉%0
❖# ❆✱ ❇✱ ❈ %♦♥( )❡%♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ❧❡% ♠❛()✐❝❡% ❞✬4(❛(✱ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡( ❞✬♦❜%❡)✈❛(✐♦♥✳
▲❡% ♥♦(❛(✐♦♥% x, u, y )❡♣)4%❡♥(❡♥( ❧❡% ❡♥()4❡% ♠❡%✉)4❡%✱ ❧❡% ✈❛)✐❛❜❧❡% ❞✬4(❛( ✐♥❝♦♥♥✉❡% ❡(
❧❡% %♦)(✐❡% ♠❡%✉)4❡% ❞✉ %②%(:♠❡ ❡( k ❡%( ❧✬✐♥❞✐❝❡ (❡♠♣♦)❡❧ ❝♦✉)❛♥(✳ ❖♥ ♣❡✉( ❢❛❝✐❧❡♠❡♥(
❝♦♥%(❛(❡) <✉❡ ❧❡% ✈❛)✐❛❜❧❡% ❞✬4(❛( x(k + i) ❞✉ %②%(:♠❡ ❞4♣❡♥❞❡♥( ❞❡% ✈❛)✐❛❜❧❡% ❞✬4(❛( ❞❡
❧✬✐♥%(❛♥( ♣)4❝4❞❡♥(✱ ❝❡ <✉✐ ♥♦✉% ♣❡)♠❡( ❞✬4❝)✐)❡ ✿
x(k + i) = ❆ix(k) +
i−1∑
j=0
❆
i−j−1
❇u(k + j) ✭✷✳✷✮
❙❡❧♦♥ ❧❛ ❞4✜♥✐(✐♦♥ ✭✶✮✱ ❧❡ ♣)✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❣4♥4)❛(✐♦♥ ❞❡% ❘❡❧❛(✐♦♥% ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②✲
(✐<✉❡ ✭❘❘❆✮ G ♣❛)(✐) ❞✬✉♥ %②%(:♠❡ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ❡%( ❞❡ ❝♦♥%()✉✐)❡ ❞❡% )❡❧❛(✐♦♥% ♥❡ ❝♦♥(❡♥❛♥(
<✉❡ ❞❡% ✈❛)✐❛❜❧❡% ♦❜%❡)✈4❡% ❡♥ ❝❤❡)❝❤❛♥( G )❡♠♣❧❛❝❡) (♦✉(❡% ❧❡% ✈❛)✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡% ♣❛)
❝❡❧❧❡% ♠❡%✉)4❡%✳ ❈✬❡%(✲G✲❞✐)❡ 4❧✐♠✐♥❡) (♦✉(❡% ❧❡% ✈❛)✐❛❜❧❡% ❞✬4(❛( x✳ ●4♥4)❛❧❡♠❡♥(✱ ✐❧ ♥✬❡%(
♣❛% ♣♦%%✐❜❧❡ ❞✬4❧✐♠✐♥❡) (♦✉(❡% ❧❡% ✈❛)✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡% ❛✈❡❝ %✐♠♣❧❡♠❡♥( ❧❡ ♠♦❞:❧❡ G ❧✬✐♥%✲
(❛♥( k ❞♦♥♥4✳ ❈❡ ♣)♦❜❧:♠❡ ✈✐❡♥( ❞✉ ❢❛✐( <✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ✈❛)✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡% ♣)4%❡♥(❡%
❞❛♥% ❧❡% 4<✉❛(✐♦♥% ❡%( ♣❧✉% ❣)❛♥❞ <✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞✬4<✉❛(✐♦♥% ❞❡ ❧❛ ♠❛()✐❝❡ ❞✬♦❜%❡)✈❛(✐♦♥✳
K♦✉) ♣♦✉✈♦✐) )4%♦✉❞)❡ ❝❡ ♣)♦❜❧:♠❡✱ ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐) ✉(✐❧✐%❡) ❧❡% ✈❛)✐❛❜❧❡% ♦❜%❡)✈4❡% %✉) ✉♥❡
❢❡♥L()❡ ❞❡ (❡♠♣% [k, k + h]|h > 0 %✉✣%❛♠♠❡♥( ❣)❛♥❞❡ ♣♦✉) ♣♦✉✈♦✐) 4❧✐♠✐♥❡) (♦✉(❡% ❧❡%
✈❛)✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡%✳ K♦✉) ❝❡ ❢❛✐)❡✱ ❧❛ ♠4(❤♦❞❡ ❝♦✉)❛♥(❡ ❝♦♥%✐%(❡ G ()❛♥%❢♦)♠❡) ❧❡ ♠♦❞:❧❡
❞②♥❛♠✐<✉❡ ❡♥ ✉♥ ♠♦❞:❧❡ %(❛(✐<✉❡✳ ❆✜♥ ❞❡ %✐♠♣❧✐✜❡) ❧❡% 4<✉❛(✐♦♥% ❞②♥❛♠✐<✉❡ ❡♥ ❧❡% ❛♠❡✲
♥❛♥( G ❞❡% 4<✉❛(✐♦♥% %(❛(✐<✉❡% ♣♦✉) ❧❡% 4✈❛❧✉❡) ❡( ❡♥ )❡❣)♦✉♣❛♥( ❧❡% ✈❡❝(❡✉)% ❞❡ ♠❡%✉)❡%
%✉) ✉♥ ❤♦)✐③♦♥ [k, k + h]|h > 0✱ ✭h ∈ N∗✮✱ ♦♥ ♦❜(✐❡♥( ✿
❨(k, h) = ❈hx(k) +❍h❯(k, h− 1),❯ ∈ Rhq,❨ ∈ Rhm avec hm = (h+ 1)m ✭✷✳✸✮
❛✈❡❝
❈h =


❈
❈❆
❈❆
2
...
...
...
❈❆
h


;❍h =


0 0 ... 0
❈❇ 0 ... 0
❈❆❇ ❈❇ ... 0
... ... ... ...
... ... ... ...
... ... ... ...
❈❆
h−1
❇ ❈❆
h−2
❇ ... ❈❇


;❈h ∈ Rhm∗n,❍h ∈ Rhm∗hq
✭✷✳✹✮
❡(
❨(k, h) =


y(k)
y(k + 1)
...
...
...
y(k + h)


;❯(k, h− 1) =


u(k)
u(k + 1)
...
...
...
u(k + h− 1)


✭✷✳✺✮
K✉✐%✱ ♥♦(♦♥% r
❈h
❧❡ )❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛()✐❝❡ ❈h ♣♦✉) ✉♥❡ (❛✐❧❧❡ h %✉✣%❛♠♠❡♥( ❣)❛♥❞❡✱ ✐❧ %❡)❛
♣♦%%✐❜❧❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❣4♥4)❡) ✉♥❡ ♠❛()✐❝❡ ❞❡ ♣)♦❥❡❝(✐♦♥ ❛♣♣❡❧4❡ ♠❛()✐❝❡ ❞❡ ♣❛)✐(4 ❲ ∈ Rhw∗hm
✶✾
♦# hw = hm − r❈h ✱ ❞❡ ♣❧❡✐♥ +❛♥❣ ❧✐❣♥❡✱ ✈/+✐✜❛♥1 ✭▼❛44♦✉♠♥✐❛ ❡1 ❱❡❧❞❡✱ ✶✾✽✽✮
❲❈h = 0 ✭✷✳✻✮
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✈❛+✐❛❜❧❡4 ❞✬/1❛1 ✐♥✐1✐❛❧❡4 K ❧✬✐♥41❛♥1 k✳ =♦✉+ 1❡41❡+ ❧✬♦❜4❡+✈❛❜✐❧✐1/ ❞✬✉♥ 4②41H♠❡✱ ❧❡ ❝+✐1H+❡
❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❡41 ❞♦♥♥/ ❝♦♠♠❡ 4✉✐1 ✿
rang(❈n−1) = rang


❈
❈❆
❈❆
2
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...
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❈❆
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

= n ✭✷✳✼✮
❙✐ ❧❡ rang ✭❈n−1✮ ❂ n✱ ❛❧♦+4 ❧❡ 4②41H♠❡ ❡41 ♦❜4❡+✈❛❜❧❡✳ ❯♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥❢♦+♠❛1✐♦♥ ❞✉
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❧✬❤♦+✐③♦♥ 4❡+❛ ♣❧✉4 ✐♥1/+❡44❛♥1 ❞❡ ❝♦✉♣❧❡+ ❧❡4 ❞❡✉① ❝+✐1H+❡4 ❡①♣♦4/4 ♣+/❝/❞❡♥14 ❝❡ >✉✐ ♥♦✉4
❞♦♥♥❡ ❧❛ +H❣❧❡ 4✉✐✈❛♥1❡ ✿
✕ ▲❛ 1❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦+✐③♦♥ h ❡41 /❣❛❧❡ ❂ n
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dim( ) : Nombre De Ligne(❈h)− rang(❈h) ✭✷✳✽✮
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❞✉ .②.);♠❡ ♣✉✐.3✉✬♦♥ ❛ ❛✉..✐ ✿
 =❲❈hx(h) = 0 ✭✷✳✶✵✮
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❞✉ %②%,<♠❡ ❡, ❧❡ ♣♦✐♥, ❢♦*, ❞❡ ❝❡,,❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ ❡%, 2✉✬❡❧❧❡ ❢❛❝✐❧✐,❡ -♥♦*♠-♠❡♥, ❧❛ ❣-♥-*❛✲
,✐♦♥ ❞❡% ❘❘❆ ❛✈❡❝ ❞❡% ♦✉,✐❧% %✐♠♣❧❡% ,❡❧% 2✉❡ ❞❡% ♠❛,*✐❝❡% ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡% ❣*❛♣❤❡%✳
✹ ❘❡♣$%&❡♥(❛(✐♦♥ &($✉❝(✉$❡❧❧❡ ❞✬✉♥ &②&(2♠❡
✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥
▲❛ ❝♦♥%,*✉❝,✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞<❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦*,❡♠❡♥, ♣♦✉* ❧❡ ❞✐❛❣♥♦%,✐❝ ❡%, ❧❛ ,G❝❤❡ ❧❛
♣❧✉% ✐♠♣♦*,❛♥,❡ ♣♦✉* ♣♦✉✈♦✐* ❞-,❡❝,❡* ❡, ❧♦❝❛❧✐%❡* ❧❡% ❞-❢❛✉,% ❞❛♥% ✉♥ %②%,<♠❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝✲
,✐❢ ❡%, ❞❡ *❡♣*-%❡♥,❡* ❡♥,✐<*❡♠❡♥, ❧❡% ❝♦♠♣♦*,❡♠❡♥,% ❞✉ %②%,<♠❡ ✈✐❛ %♦♥ ♠♦❞<❧❡ ❞❡ ❜♦♥
❝♦♠♣♦*,❡♠❡♥, ❞❡ ♠❛♥✐<*❡ ❛ ❝❡ 2✉✬♦♥ ♣✉✐%%❡ C,*❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝,✉❡* ❧❡ ❞✐❛❣♥♦%,✐❝ ❡, ❞✬❛♥❛✲
❧②%❡* ❧❡% %②♠♣,J♠❡% ❡♥❣❡♥❞*-%✳ ❉❛♥% ❝❡,,❡ %❡❝,✐♦♥✱ ❞✐✛-*❡♥,❡% *❡♣*-%❡♥,❛,✐♦♥% ❝♦✉*❛♥,❡%
❞❡% %②%,<♠❡% ♣❤②%✐2✉❡% %♦✉% ❢♦*♠❡ %,*✉❝,✉*❡❧❧❡ ✈♦♥, C,*❡ ♣*-%❡♥,-❡%✳
✹✳✷ ▼♦❞.❧✐0❛%✐♦♥ 0%&✉❝%✉&❡❧❧❡
❯♥ %②%,<♠❡ ♣❤②%✐2✉❡✱ ♥♦,- ❙✱ ♣❡✉, C,*❡ ❞-❝*✐, ♠❛,❤-♠❛,✐2✉❡♠❡♥, ♣❛* ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡
❞✬-2✉❛,✐♦♥% 2✉✐ %♦♥, ❝♦♠♣♦%-❡% ❞❡ ✈❛*✐❛❜❧❡%✱ ❞❡ ♣❛*❛♠<,*❡% ❡, ❞❡ *❡❧❛,✐♦♥% ❛♥❛❧②,✐2✉❡%
❡♥,*❡ ❝❡% ✈❛*✐❛❜❧❡% ❡, ♣❛*❛♠<,*❡%✳ ▲✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% -2✉❛,✐♦♥% ✭❛✉%%✐ ❛♣♣❡❧-❡% ❝♦♥,*❛✐♥,❡%✮
❡%, ♥♦,- ❈ ❡, ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ✈❛*✐❛❜❧❡% ❱✳ ▲❡% ✈❛*✐❛❜❧❡% ♣❡✉✈❡♥, C,*❡ ❞✐✈✐%-❡% ❡♥ ❞❡✉①
♣❛*,✐❡% ✿ ❧❡% ✈❛*✐❛❜❧❡% ❝♦♥♥✉❡% ❡, ❝❡❧❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡%✳ ❈♦♥❝*<,❡♠❡♥,✱ ❧❡% ✈❛*✐❛❜❧❡% ❝♦♥♥✉❡%
%♦♥, ❝❡❧❧❡% ❞♦♥, ♦♥ ♣❡✉, ♠❡%✉*❡* ❧❡% ✈❛❧❡✉*% ✈✐❛ ❧❡% ❝❛♣,❡✉*%✳ ▲❡% ✈❛*✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡% %♦♥,
❧❡% ✈❛*✐❛❜❧❡% ❞✬-,❛,% ✐♥,❡*♥❡% ❞✉ %②%,<♠❡ 2✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉, ♣❛% ♠❡%✉*❡*✳ N♦✉* ❞✐%,✐♥❣✉❡*
❝❡% ❞❡✉① ,②♣❡% ❞❡ ✈❛*✐❛❜❧❡%✱ ♦♥ ♥♦,❡ ❨ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ✈❛*✐❛❜❧❡% ❝♦♥♥✉❡% ❡, ❳ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡
❞❡% ✈❛*✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡%✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉%,*❛,✐❢ %✉✐✈❛♥, ❞✬✉♥ ♣❡,✐, %②%,<♠❡ ❙ ♣❡*♠❡,,*❛ ❞❡
♠♦♥,*❡* ❝♦♠♠❡♥, ❧❡% -2✉❛,✐♦♥% ❡, ❧❡% ✈❛*✐❛❜❧❡% ♣❡✉✈❡♥, C,*❡ *❡♣*-%❡♥,-❡% ♣♦✉* ❞-❝*✐*❡ ✉♥
%②%,<♠❡ ♣❤②%✐2✉❡✳
▲❛ ❢♦*♠❡ ❞✬✉♥ %②%,<♠❡ ❡%, ❞-✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ %✉✐, ✿
❈ = {c0, c1, c2....., cn} ✭✷✳✶✶✮
❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❈♦♥%✐❞-*♦♥% ✉♥ ♣❡,✐, ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ %②%,<♠❡ %,❛,✐2✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① -,❛,% x1 ❡,
x2✱ ,*♦✐% ✈❛*✐❛❜❧❡% ♠❡%✉*-❡% y1✱ y2 ❡, y3 ✿
✷✷ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ❉+%❡❝%✐♦♥ ❡% ❧♦❝❛❧✐0❛%✐♦♥ ❞❡0 ❞+❢❛✉%0
c1 : x1 = x2 + y3 ✭✷✳✶✷✮
c2 : y1 = x2
c3 : y2 = x1
❆✈❡❝ ❧❡* ♥♦-❛-✐♦♥* ♣12❝2❞❡♥-❡*✱ ♦♥ ❛ ❞❡* ❡♥*❡♠❜❧❡* ❝♦♠♠❡ *✉✐- ✿
❈ ❂ {c1, c2, c3} ❀ ❱ ❂ ❨ ∪ ❳ ❀ ❳ ❂ {x1, x2} ❀ ❨ ❂ {y1, y2, y3}
▲✬❛♣♣1♦❝❤❡ *-1✉❝-✉1❡❧❧❡ ♥❡ ♣1❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣-❡ >✉❡ ❧❡* ✐♥-❡1❛❝-✐♦♥* ❡♥-1❡ ❧❡* ✈❛1✐❛❜❧❡* ❱
✈✐❛ ❧❡* ❝♦♥-1❛✐♥-❡* ❈ ♣♦✉1 ❞2❝1✐1❡ ❧❡* ❝♦♠♣♦1-❡♠❡♥-* ❞❡* ❝♦♠♣♦*❛♥-* ❞✉ *②*-@♠❡✳ ❆✜♥
❞❡ 1❡♣12*❡♥-❡1 ❝❡❧❛✱ ❞❡* ♦✉-✐❧* ❝♦✉1❛♠♠❡♥- ✉-✐❧✐*2* *♦♥- ✿ ❧❛ 1❡♣12*❡♥-❛-✐♦♥ ♠❛-1✐❝✐❡❧❧❡ ♦✉
❧❛ 1❡♣12*❡♥-❛-✐♦♥ ♣❛1 ❣1❛♣❤❡✳
✹✳✸ ❘❡♣&'(❡♥*❛*✐♦♥ ♣❛& ♠❛*&✐❝❡ (*&✉❝*✉&❡❧❧❡
❘❡♣1❡♥♦♥* ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ *②*-@♠❡ *-❛-✐>✉❡ *✐♠♣❧❡ ✭✷✳✶✷✮✱ ♣♦✉1 1❡♣12*❡♥-❡1 ❧❡* ✐♥-❡1✲
❛❝-✐♦♥* ❡♥-1❡ ❧❡* ✈❛1✐❛❜❧❡* ❞❛♥* ❝❡ *②*-@♠❡✱ ✉♥❡ ♠❛-1✐❝❡ ▼ ❛♣♣❡❧2❡ ♠❛-1✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡
♣❡✉- F-1❡ ✉-✐❧✐*2❡✳ ❉❛♥* ▼✱ ❧❡* ❧✐❣♥❡* ❝♦11❡*♣♦♥❞❡♥- ❛✉① ❝♦♥-1❛✐♥-❡* ❡- ❧❡* ❝♦❧♦♥♥❡*
❝♦11❡*♣♦♥❞❡♥- ❛✉① ✈❛1✐❛❜❧❡* ❞✉ ♠♦❞@❧❡ ✭❇❧❛♥❦❡✱ ✷✵✵✸❀ ❇❧❛♥❦❡ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ▲✬✐♥-❡1*❡❝-✐♦♥
❡♥-1❡ ❝❤❛>✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡- ❧✐❣♥❡ ▼ (i, j) ♣1❡♥❞ ❧✬✉♥❡ ❞❡* ❞❡✉① ✈❛❧❡✉1* *✉✐✈❛♥-❡* ✿
✕ ▼ (i, j) ❂ ✵ *✐ ❧❛ ❝♦♥-1❛✐♥-❡ cj ♥❡ ♣♦**@❞❡ ♣❛* ❧❛ ✈❛1✐❛❜❧❡ vi
✕ ▼ (i, j) ❂ ✶ *✐ ❧❛ ❝♦♥-1❛✐♥-❡ cj ♣♦**@❞❡ ❧❛ ✈❛1✐❛❜❧❡ vi
❈❡ >✉✐ ♥♦✉* ♣❡1♠❡- ❞✬♦❜-❡♥✐1 ❧❛ ♠❛-1✐❝❡ *✉✐✈❛♥-❡ ✿
x1 x2 y1 y2 y3
c1 ✶ ✶ ✵ ✵ ✶
c2 ✵ ✶ ✶ ✵ ✵
c3 ✶ ✵ ✵ ✶ ✵
❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❘❡♣12*❡♥-❛-✐♦♥ ♣❛1 ♠❛-1✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✉ *②*-@♠❡ *-❛-✐>✉❡ ✭✷✳✶✷✮
❈❡--❡ 1❡♣12*❡♥-❛-✐♦♥ ❡*- ❛❞❛♣-2❡ ♣❛1❢❛✐-❡♠❡♥- ❛✉① *②*-@♠❡* *-❛-✐>✉❡*✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥-✱ ❧❛
♣❧✉♣❛1- ❞❡* *②*-@♠❡* ♣❤②*✐>✉❡* 12❡❧* *♦♥- ❞②♥❛♠✐>✉❡ ❡- ✐❧ ❡*- ♥2❝❡**❛✐1❡ ❞❡ -1♦✉✈❡1 ✉♥
❛✉-1❡ ♠♦②❡♥ ♣♦✉1 ♣1❡♥❞1❡ ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❧❡* ❝❤❛♥❣❡♠❡♥-* ❞❡ ❝♦♠♣♦1-❡♠❡♥-* ❞✉ *②*-@♠❡✳
●2♥21❛❧❡♠❡♥-✱ ♦♥ ✉-✐❧✐*❡ ❧❡* ❞✐✛21❡♥-* ✐♥*-❛♥-* k ♣♦✉1 ♠♦❞2❧✐*❡1 ❧❡* ❝❤❛♥❣❡♠❡♥-* ❞✉ ❝♦♠✲
♣♦1-❡♠❡♥- ❞❡* ✈❛1✐❛❜❧❡* ❛✉ ❝♦✉1* ❞✉ -❡♠♣*✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣1❡♥❞1❡ ❧❛ ♥2❝❡**✐-2 ❞❡
♣1❡♥❞1❡ ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❧✬2✈♦❧✉-✐♦♥ ❞✬✉♥ *②*-@♠❡ ❞②♥❛♠✐>✉❡ ❞❛♥* ❧❡ -❡♠♣*✱ ❝♦♥*✐❞21♦♥* ✉♥
❞❡✉①✐@♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ *✉✐- ✿
✷✸
c1 : x1(k + 1) = x2(k) + y3(k) ✭✷✳✶✸✮
c2 : y1(k) = x2(k)
c3 : y2(k) = x1(k)
❖♥ ♣❡✉+ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥+ ❝♦♥3+❛+❡4 5✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥+4❛✐♥+❡ +❡♠♣♦4❡❧❧❡✱ ✐❧ ❡3+ ♣♦33✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣4;✲
❤❡♥❞❡4 ✉♥❡ ♠>♠❡ ✈❛4✐❛❜❧❡ x 3✉4 ❞❡✉① ✐♥3+❛♥+3 ❞✐✛;4❡♥+3 x(k) ❡+ x(k + 1)✳ ❊3+ ❝❡ 5✉❡
❝✬❡3+ ✉♥❡ ♠>♠❡ ✈❛4✐❛❜❧❡ ♣4❡♥❛♥+ ❞❡3 ✈❛❧❡✉43 ❞✐✛;4❡♥+❡3 ❛✉ ❝♦✉43 ❞✉ +❡♠♣3 ♦✉ ❡3+✲❝❡
❞❡✉① ✈❛4✐❛❜❧❡3 ❞✐✛;4❡♥+❡3 ❛✉ 3❡♥3 ❞❡ ❞❡✉① ✈❛4✐❛❜❧❡3 ✐♥❝♦♥♥✉❡3 ❞✐✛;4❡♥+❡3 5✉✬✐❧ ❢❛✉❞4❛
;❧✐♠✐♥❡4 ♣♦✉4 ❝♦♥3+4✉✐4❡ ✉♥❡ ❘❘❆✳ ❈❡ ♣4♦❜❧E♠❡ ✈❛ >+4❡ ♣4;3❡♥+; ❡♥ ❞;+❛✐❧ ❞❛♥3 ❧❛
♣❛4+✐❡ ✭✹✳✹✮✳ ❈✬❡3+ ♣♦✉4 ❝❡++❡ 4❛✐3♦♥ 5✉❡ ❞❛♥3 ❝❡4+❛✐♥❡3 ♠;+❤♦❞❡3 +❡❧❧❡3 5✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
✭❇❧❛♥❦❡✱ ✷✵✵✸❀ ❇❧❛♥❦❡ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ ❧❛ ♥♦+✐♦♥ ❞❡ ❝❛✉3❛❧✐+; ❡3+ ✐♥+4♦❞✉✐+❡ ♣❡4♠❡++❛♥+
❞✬♦4✐❡♥+❡4 ❧❡3 4❡❧❛+✐♦♥3 ❡♥+4❡ ❧❡3 ✈❛4✐❛❜❧❡3 5✉✐ ❛♣♣❛4❛✐33❡♥+ ❞❛♥3 ❧❡3 ❝♦♥+4❛✐♥+❡3 ❞✉ 3②3+E♠❡✳
N♦✉4 4❡♣4;3❡♥+❡4 ❝❡3 ❝♦♥+4❛✐♥+❡3✱ ❧✬✐♥+❡43❡❝+✐♦♥ ❡♥+4❡ ❝❤❛5✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡+ ❧✐❣♥❡ ▼ (i, j)
♣4❡♥❞ ✉♥❡ +4♦✐3✐E♠❡ ✈❛❧❡✉4 ✿
✕ ▼ (i, j) ❂ ✲✶ 3✐ ❧❛ ❝♦♥+4❛✐♥+❡ cj ♣♦33E❞❡ ✉♥❡ ✈❛4✐❛❜❧❡ +❡♠♣♦4❡❧❧❡ vi
❊+ ❧❛ 4❡♣4;3❡♥+❛+✐♦♥ ♠❛+4✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ 3②3+E♠❡ ❞②♥❛♠✐5✉❡ ✭✷✳✶✸✮ ❡3+ ❞❡✈❡♥✉❡ ✿
x1 x2 y1 y2 y3
c1 ✲✶ ✶ ✵ ✵ ✶
c2 ✵ ✶ ✶ ✵ ✵
c3 ✶ ✵ ✵ ✶ ✵
❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❘❡♣4;3❡♥+❛+✐♦♥ ♣❛4 ♠❛+4✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✉ 3②3+E♠❡ ❞②♥❛♠✐5✉❡ ✭✷✳✶✸✮
❈❡++❡ 4❡♣4;3❡♥+❛+✐♦♥ ❡3+ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣+;❡ ❛✈❡❝ ❧❡3 ❛❧❣♦4✐+❤♠❡3 5✉✐ +4❛✐+❡♥+ ❧❡3 ♠♦❞E❧❡3
3♦✉3 ❢♦4♠❡ ❞❡ ♠❛+4✐❝❡3✳ ❊♥ ♣❛4❛❧❧E❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ 4❡♣4;3❡♥+❛+✐♦♥ 3+4✉❝+✉4❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞E❧❡ 3♦✉3
❢♦4♠❡ ❞❡ ♠❛+4✐❝❡✱ ✐❧ ❡①✐3+❡ ❞✬❛✉+4❡3 ♠❛♥✐E4❡ ❞❡ 4❡♣4;3❡♥+❛+✐♦♥ 3+4✉❝+✉4❡❧❧❡ 5✉✐ 3♦♥+
;5✉✐✈❛❧❡♥+❡3✱ ❧✬✉♥❡ ❞✬❡♥+4❡ ❡❧❧❡3 ❡3+ ❧❛ 4❡♣4;3❡♥+❛+✐♦♥ ♣❛4 ❣4❛♣❤❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣4❛♣❤❡ ❜✐♣❛4+✐✳
✹✳✹ ❘❡♣%&'❡♥)❛)✐♦♥ ♣❛% ❣%❛♣❤❡ ❜✐♣❛%)✐
❉❛♥3 ❝❡++❡ 3❡❝+✐♦♥✱ ✉♥❡ ✈✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ 4❡♣4;3❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ 3②3+E♠❡ S ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❣4❛♣❤❡
❜✐♣❛4+✐ ✈❛ >+4❡ ✐♥+4♦❞✉✐+❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥3✐3+❡ S ✉+✐❧✐3❡4 ❧❡3 ♥♦❡✉❞3 ♣♦✉4 4❡♣4;3❡♥+❡4 ❧❡3 ✈❛4✐❛❜❧❡3
❡+ ❧❡3 ❝♦♥+4❛✐♥+❡3 ✭4❡❧❛+✐♦♥3✮ ❞✉ 3②3+E♠❡ ❡+ ❧❡3 ❛4❝3 ♣♦✉4 4❡♣4;3❡♥+❡4 ❧❡3 ❧✐❡♥3 3+4✉❝+✉4❡❧3
❡♥+4❡ ❝❡3 ❞✐✛;4❡♥+3 ;❧;♠❡♥+3✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ✉♥❡ ❞✐3+✐♥❝+✐♦♥ ❡♥+4❡ ❧❡3 ♥♦❡✉❞3 ❞✉ +②♣❡ ✈❛4✐❛❜❧❡
❡+ ❧❡3 ♥♦❡✉❞3 ❞✉ +②♣❡ ❝♦♥+4❛✐♥+❡ 3❡4❛ ❝♦♥3✐❞;4;❡✳ ▲❡3 ❛4❝3 ❞❛♥3 ❧❡ ❣4❛♣❤❡ ❜✐♣❛4+✐ ♥❡ 3❡4✈❡♥+
✷✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ❉+%❡❝%✐♦♥ ❡% ❧♦❝❛❧✐0❛%✐♦♥ ❞❡0 ❞+❢❛✉%0
"✉✬% ✐♥❞✐"✉❡* ❧❛ ❧✐❛✐-♦♥ ❡♥/*❡ ❧❡- ❞✐✛1*❡♥/❡- ✈❛*✐❛❜❧❡- ❛✉① ❝♦♥/*❛✐♥/❡- ❛♣♣*♦♣*✐1❡- ❡/ ✐❧- ♥❡
-♦♥/ ♣❛- ♦*✐❡♥/1-✳
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷ ❯♥ ❣#❛♣❤❡ ❜✐♣❛#*✐ ❡+* ❞-✜♥✐ ♣❛# ✉♥ *#✐♣❧❡* ✭❈ ❀ ❱ ❀❊✮ ♦5 ❈ ❡+* ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡
❞❡ ❝♦♥*#❛✐♥*❡+✱ ❱ ❡+* ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛#✐❛❜❧❡+ ❡* ❊ ❡+* ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞✬❛#;*❡+ ❡♥*#❡ ❈ ❡* ❱
❞❡ *❡❧❧❡ +♦#*❡ <✉❡ ❝❤❛<✉❡ ❛#;*❡ ǫ ∈ ❊ #❡❧✐❡ ✉♥ +♦♠♠❡* ❞❡ ❈ = ✉♥ +♦♠♠❡* ❞❡ ❱ ❡* ❛✉❝✉♥❡
❛#;*❡ ǫ ♥❡ ♣❡✉* #❡❧✐❡# ❞❡✉① +♦♠♠❡*+ ❞✉ ♠;♠❡ ❣#♦✉♣❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❈♦♥-✐❞1*♦♥- ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ -②-/<♠❡ -/❛/✐"✉❡ ❙ ❛✈❡❝ ❧❡- ❝♦♥/*❛✐♥/❡-✱ "✉✐
-♦♥/ ❞1❝*✐/❡- -♦✉- ❢♦*♠❡ -/*✉❝/✉*❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ -✉✐/ ✿
c1 : (x1, x2, x3, y2) = 0 ✭✷✳✶✹✮
c2 : (x1, y1) = 0
c3 : (x1, x2, x3) = 0
c4 : (x2) = 0
c5 : (x1, x2, x3) = 0
❛✈❡❝ ❈ ❂ {c1; c2; c3; c4; c5}✱ ❱ ❂ {❳ ∪ ❨ } ❛✈❡❝ ❳ ❂ {x1; x2; x3}✱ ❨ ❂ {y1; y2} ❡/
/♦✉/❡- ❝❡- ❝♦♥/*❛✐♥/❡- -♦♥/ 1❣❛❧❡- % ✵✳
▲❛ *❡♣*1-❡♥/❛/✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞<❧❡ ❞❡ ❝❡ -②-/<♠❡ ✭✷✳✶✹✮ -♦✉- ❢♦*♠❡ ❞✬✉♥ ❣*❛♣❤❡ ❜✐♣❛*/✐ ❡-/
❧❛ -✉✐✈❛♥/❡ ✿
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ✕ ❘❡♣*1-❡♥/❛/✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞<❧❡ ❞✉ -②-/<♠❡ ✭✷✳✶✹✮ -♦✉- ❢♦*♠❡ ❞✬✉♥ ❣*❛♣❤❡ ❜✐♣❛*/✐
◗✉❛♥/ ❛✉① -②-/<♠❡- ❞②♥❛♠✐"✉❡- "✉✐ ❝♦♥/✐❡♥♥❡♥/ ❞❡- ✈❛*✐❛❜❧❡- /❡♠♣♦*❡❧❧❡-✱ ✐❧ ② ❛
♣❧✉-✐❡✉*- ❢❛J♦♥- ❞❡ ❧❡- ♣*❡♥❞*❡ ❡♥ ❝♦♠♣/❡ ❞❛♥- ❧❛ *❡♣*1-❡♥/❛/✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞<❧❡ ❝♦♠♠❡ -✉✐/ ✿
✕ ❖♥ ♣❡✉/ ❝♦♥-✐❞1*❡* "✉✬✉♥❡ ✈❛*✐❛❜❧❡ /❡♠♣♦*❡❧❧❡ xi(k+1) ❡/ -♦♥ 1/❛/ ✐♥✐/✐❛❧ xi(k) -♦♥/
-/*✉❝/✉*❡❧❧❡♠❡♥/ ❧❛ ♠L♠❡ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❡/ /*❛✐/❡* ❧❡- 1"✉❛/✐♦♥- ❞②♥❛♠✐"✉❡- ❞❡ ❧❛ ♠L♠❡
❢❛J♦♥ "✉❡ ❧❡- 1"✉❛/✐♦♥- -/❛/✐"✉❡- ✭❉❡❝❧❡*❝❦✱ ✶✾✾✶✮
✕ ❖♥ ♣❡✉/ 1❣❛❧❡♠❡♥/ ❝♦♥-✐❞1*❡* "✉✬✉♥❡ ✈❛*✐❛❜❧❡ /❡♠♣♦*❡❧❧❡ xi(k + 1) ❡-/ -/*✉❝/✉*❡❧✲
❧❡♠❡♥/ ❞✐✛1*❡♥/❡ ❞❡ xi(k) ✭❑*②-❛♥❞❡* ❡/ ◆②❜❡*❣✱ ✷✵✵✷✮ ❡/ ❧❡- *❡♣*1-❡♥/❡* ♣❛* ❞❡✉①
✈❛*✐❛❜❧❡- -/*✉❝/✉*❡❧❧❡♠❡♥/ ❞✐-/✐♥❝/❡-✳
✷✺
❖♥ ♣❡✉' ❢❛❝✐❧❡♠❡♥' ❝♦♥/'❛'❡0 1✉❡ ❧❛ ♣0❡♠✐20❡ ❛♣♣0♦❝❤❡ ♥❡ ♣0❡♥❞ ♣❛/ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧✬❛/♣❡❝'
❞②♥❛♠✐1✉❡ ❞✉ /②/'2♠❡ ❝❡ 1✉✐ ♣❡0♠❡' ❞❡ ❝♦♥/'0✉✐0❡ ❧❡ ♠7♠❡ ♠♦❞2❧❡ ♣♦✉0 ❧❡/ ❞❡✉① ❝❛/ ✿
❞②♥❛♠✐1✉❡ ❡' /'❛'✐1✉❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❘❡♣0❡♥♦♥/ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✭✷✳✶✹✮ ♠❛✐/ ❛✈❡❝ ❧❡/ ❝♦♥'0❛✐♥'❡/ '❡♠♣♦0❡❧❧❡/ ❝♦♠♠❡
/✉✐'❡/ ✿
c1(k) : (x1(k), x2(k), x3(k), y2(k), x1(k + 1)) = 0 ✭✷✳✶✺✮
c2(k) : (x1(k), y1(k)) = 0
c3(k) : (x1(k), x2(k), x3(k), x2(k + 1)) = 0
c4(k) : (x2(k)) = 0
c5(k) : (x1(k), x2(k), x3(k)) = 0
❆✈❡❝ ❈ ❂ {c1(k); c2(k); c3(k); c4(k); c5(k)}✱ ❳ ❂ {x1(k); x2(k); x3(k); x1(k+1); x2(k+1)}✱
❨ ❂ {y1(k); y2(k)}✳
▲❛ 0❡♣0E/❡♥'❛'✐♦♥ ❣0❛♣❤✐1✉❡ ❞❡ ❝❡ /②/'2♠❡ ❡/' ✐❞❡♥'✐1✉❡ 1✉❡ ❧❛ ✜❣✉0❡ ✭✷✳✷✮ ❛✈❡❝ ❧❛
♣0❡♠✐20❡ ❛♣♣0♦❝❤❡ ✭❉❡❝❧❡0❝❦✱ ✶✾✾✶✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐2♠❡ ❛♣♣0♦❝❤❡ ❞❡ ✭❑0②/❛♥❞❡0 ❡' ◆②❜❡0❣✱
✷✵✵✷✮ ♥♦✉/ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✜❣✉0❡ ❝♦♠♠❡ /✉✐' ✿
❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❘❡♣0E/❡♥'❛'✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ❞✉ /②/'2♠❡ ✭✷✳✶✺✮ /♦✉/ ❢♦0♠❡ ❞✬✉♥ ❣0❛♣❤❡ ❜✐♣❛0'✐
✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
❉❛♥/ ❝❡''❡ /❡❝'✐♦♥✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ♣0E/❡♥'E ❧❡/ ♠E'❤♦❞❡/ ❝♦✉0❛♥'❡/ ♣♦✉0 0❡♣0E/❡♥'❡0
/'0✉❝'✉0❡❧❧❡♠❡♥' ❧❡ ♠♦❞2❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦0'❡♠❡♥' ❞✬✉♥ /②/'2♠❡✳ ▲❡/ ♠E'❤♦❞❡/ ♣0E/❡♥'E❡/
/♦♥' ❧❛ 0❡♣0E/❡♥'❛'✐♦♥ ♠❛'0✐❝✐❡❧❧❡ ❡' ❧❛ 0❡♣0E/❡♥'❛'✐♦♥ ♣❛0 ❣0❛♣❤❡✳
❖♥ ❛ ✈✉ 1✉❡ ❝❡/ ❞❡✉① ♠E'❤♦❞❡/ /♦♥' ✉♥❡ ❛❜/'0❛❝'✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦0'❡♠❡♥'
♣❛0❝❡ 1✉✬❡❧❧❡/ ❞E❝0✐✈❡♥' /❡✉❧❡♠❡♥' ❧❡/ 0❡❧❛'✐♦♥/ /'0✉❝'✉0❡❧❧❡/ ❡♥'0❡ ❧❡/ ✈❛0✐❛❜❧❡/ 1✉✐ ❛♣♣❛✲
0❛✐//❡♥' ❞❛♥/ ❧❡/ ❝♦♥'0❛✐♥'❡/ /❛♥/ ♣0E❝✐/❡0 ❝♦♠♠❡♥' ❝❡/ ✈❛0✐❛❜❧❡/ /♦♥' ❢♦0♠❡❧❧❡♠❡♥' 0❡❧✐E❡/✳
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✳ ❉❛♥* ❝❡11❡ ♣❛21✐❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜2❡
❞❡ ✈❛2✐❛❜❧❡* ✐♥❝♦♥♥✉❡* ❡*1 *✉♣42✐❡✉2 ❛✉ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ❝♦♥12❛✐♥1❡* ❝❡ +✉✐ ✐♠♣❧✐+✉❡ +✉✬✉♥❡
✈❛2✐❛❜❧❡ ♣❡✉1 ♣2❡♥❞2❡ ✉♥❡ ♠✉❧1✐1✉❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉2* ❞❡ *♦❧✉1✐♦♥*✳ @❛2 ❝♦♥*4+✉❡♥1✱ ♥♦✉*
♥❡ ♣♦✉✈♦♥* ♣❛* ❛✈♦✐2 ❧❛ ♣♦**✐❜✐❧✐14 ❞❡ ❣4♥42❡2 ❧❡* ❘❘❆ ❛✈❡❝ ❝❡11❡ ♣❛21✐❡✳
✷✳ ▲❛ ♣❛21✐❡ ❞✐1❡ ❥✉*1❡✲❝♦♥12❛✐♥1❡ +✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉1 ♥♦1❡2 ❙
∗
✳ ❉❛♥* ❝❡11❡ ♣❛21✐❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞❡
✈❛2✐❛❜❧❡* ✐♥❝♦♥♥✉❡* ❡*1 4❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ❝♦♥12❛✐♥1❡* ❝❡ +✉✐ ♥♦✉* ❞♦♥♥❡ *❡✉❧❡♠❡♥1
❧❛ ♣♦**✐❜✐❧✐14 ❞✬❡*1✐♠❡2 ❧❡* ✈❛2✐❛❜❧❡* ✐♥❝♦♥♥✉❡* ♠❛✐* ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛* ❞✬✐♥❢♦2♠❛1✐♦♥ ❞❡
2❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉2 ❧❡* ✈42✐✜❡2✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛* ❞❡ ❘❘❆✳
✸✳ ▲❛ ♣❛21✐❡ ❞✐1❡ *✉2✲❝♦♥12❛✐♥1❡ +✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉1 ♥♦1❡2 ❙
+
✳ ❉❛♥* ❝❡11❡ ♣❛21✐❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜2❡
❞❡ ✈❛2✐❛❜❧❡* ✐♥❝♦♥♥✉❡* ❡*1 ✐♥❢42✐❡✉2 ❛✉ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ❝♦♥12❛✐♥1❡* ❝❡ +✉✐ ✐♠♣❧✐+✉❡ +✉❡
✷✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ❉+%❡❝%✐♦♥ ❡% ❧♦❝❛❧✐0❛%✐♦♥ ❞❡0 ❞+❢❛✉%0
❧❡$ ✈❛'✐❛❜❧❡$ ✐♥❝♦♥♥✉❡$ ♣❡✉✈❡♥/ 0/'❡ ❞2❞✉✐/❡$ ❡/ ✈2'✐✜2❡$ ♣❛' ♣❧✉$✐❡✉'$ '❡❧❛/✐♦♥$ ❞❡
'❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬♦5 ❧❛ ♣♦$$✐❜✐❧✐/2 ❞❡ ❣2♥2'❡' ❧❡$ ❘❘❆✳ ❈✬❡$/ ❛✉$$✐ ❧❛ ♣❛'/✐❡ ;✉❡ ❧✬♦♥
✉/✐❧✐$❡ ♣♦✉' ❧❛ '❡❝❤❡'❝❤❡ ❞❡$ ❘❘❆ ✈✐❛ ♥♦♥ $❡✉❧❡♠❡♥/ ♥♦/'❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ ♠❛✐$ ❛✉$$✐ ✈✐❛
❧❛ ♣❧✉♣❛'/ ❞❡$ ♠2/❤♦❞❡$ ♣♦✉' ❧❛ ❞2/❡❝/✐♦♥ ❞❡$ ❞2❢❛✉/$✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ❉2❝♦♠♣♦$✐/✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐;✉❡ ❞✬✉♥ $②$/C♠❡ ❛✈❡❝ $❡$ /'♦✐$ ♣❛'/✐❡$
❈❡//❡ ❞2❝♦♠♣♦$✐/✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐;✉❡ ♥♦✉$ ♣❡'♠❡/ ❞✬❡①/'❛✐'❡ ❧❛ ♣❛'/✐❡ $✉'✲❝♦♥/'❛✐♥/❡ ❙
+
❞✉
$②$/C♠❡ ❡/ ♣❛$$♦♥$✱ ♠❛✐♥/❡♥❛♥/✱ G ❧❛ ❣2♥2'❛/✐♦♥ ❞❡$ ❘❘❆✳ ❆ ❝❡ $✉❥❡/✱ ❇❧❛♥❦❡ ✭✷✵✵✸✮❀
❇❧❛♥❦❡ ❡/ ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❛ ✉/✐❧✐$2 ❧❛ ♥♦/✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳
✺✳✸ ◆♦%✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❈♦♠♠❡ ♣'2$❡♥/2✱ ✉♥❡ ❢♦✐$ ;✉✬♦♥ ✐❞❡♥/✐✜❡ ❧❛ ♣❛'/✐❡ ;✉✐ ❝♦♥/✐❡♥/ ❞❡$ ✐♥❢♦'♠❛/✐♦♥$
❞❡ '❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱ ✉♥❡ ❞❡$ ♠2/❤♦❞❡$ ✉/✐❧✐$2❡$ ❝♦✉'❛♠♠❡♥/ ♣♦✉' ❧❛ ❣2♥2'❛/✐♦♥ ❞❡$ ❘❘❆✱
♣'♦♣♦$2❡ ❞❛♥$ ✭❇❧❛♥❦❡✱ ✷✵✵✸❀ ❇❧❛♥❦❡ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ $❡ ❜❛$❡ $✉' ❧❛ ♥♦/✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❞❛♥$ ❧❡$ ❣'❛♣❤❡$ ❜✐♣❛'/✐$✳ ❈❡//❡ ♠2/❤♦❞❡ ❝♦♥$✐$/❡ G 2❧✐♠✐♥❡' ❧❡$ ✈❛'✐❛❜❧❡$ ✐♥❝♦♥♥✉❡$ ❞❛♥$
❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥/'❛✐♥/❡$ ❞✉ $②$/C♠❡✳ ❉❛♥$ ❝❡//❡ $❡❝/✐♦♥✱ ❥❡ ✈❛✐$ ♣'2$❡♥/❡' ❧❡$ ❞✐✛2'❡♥/$
❝♦♥❝❡♣/$ ❞❡ ❜❛$❡ ❞❡ ❝❡//❡ ♠2/❤♦❞❡✳
❈♦♥$✐❞2'♦♥$ ✉♥ ❣'❛♣❤❡ ❜✐♣❛'/✐ ● ❂ ✭❈ ❀ ❱ ❀ ❊ ✮✳ S❛' ❞2✜♥✐/✐♦♥✱ ❈ ❡$/ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$
❝♦♥/'❛✐♥/❡$ ❞✉ $②$/C♠❡ ❡/ ❱ ❡$/ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ✈❛'✐❛❜❧❡$ ;✉✐ ❡$/ ❝♦♠♣♦$2 ❞❡ ❞❡✉① $♦✉$
❡♥$❡♠❜❧❡$ ✿ ❳ ❡$/ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ✈❛'✐❛❜❧❡$ ✐♥/❡'♥❡$ ✐♥❝♦♥♥✉❡$ ❡/ ❨ ❡$/ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$
✈❛'✐❛❜❧❡$ ♠❡$✉'2❡$ ❞✉ $②$/C♠❡✳ ▲✬✐❞2❡ ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣/ ❞❡$ ❝♦✉♣❧❛❣❡$ ❡$/ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡'
❧❡$ ✈❛'✐❛❜❧❡$ ❞✬2/❛/ ✐♥❝♦♥♥✉❡$ ❳ ❞✉ $②$/C♠❡ ❛✉① ❝♦♥/'❛✐♥/❡$ ❈ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡$ ❞2❞✉✐'❡✳
▲♦'$;✉❡ /♦✉/❡$ ❧❡$ ✈❛'✐❛❜❧❡$ ✐♥❝♦♥♥✉❡$ $♦♥/ ❝♦✉♣❧2❡$ ❛✈❡❝ ❧❡$ ❝♦♥/'❛✐♥/❡$✱ ❛❧♦'$ ❡❧❧❡$
♣❡✉✈❡♥/ 0/'❡ ❞♦♥❝ ❞2❞✉✐/❡$ G ♣❛'/✐' ❞❡ ❝❡$ ❝♦♥/'❛✐♥/❡$✲❧G✳ ❆❝❝♦'❞2 G ❧❛ ❞2✜♥✐/✐♦♥ ✶✱ ❧❡ ❜✉/
❡$/ ❡♥ ❡✛❡/ ❞❡ ❝❤❡'❝❤❡' G 2❧✐♠✐♥❡' /♦✉/❡$ ❧❡$ ✈❛'✐❛❜❧❡$ ✐♥❝♦♥♥✉❡$ ♣♦✉' ❣2♥2'❡' ❧❡$ ❘❘❆
❊♥ ❢❛✐/✱ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥✬❡$/ '✐❡♥ ❞✬❛✉/'❡ ;✉✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ✭xi; cj✮ ❞2✜♥✐$$❛♥/ ✉♥ ❛'❝ ǫ 2❧2♠❡♥/
❞❡ ❊ ;✉✐ ♣❡'♠❡/ ❞❡ '❡❧✐❡' xi G cj✳ ▲❡$ ❞✐✛2'❡♥/❡$ ♥♦/✐♦♥$ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡$ ❞❛♥$ ✉♥ ❣'❛♣❤❡ ●
$♦♥/ ✿
✷✾
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸ ❯♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❦ ❡*+ ✉♥ *♦✉* ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ● +❡❧ /✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛* ✉♥ ❝♦✉♣❧❡
❞✬❛3❝* ✭ǫi, ǫj✮ ❞❛♥* ❦ /✉✐ ♦♥+ ✉♥ *♦♠♠❡+ ❝♦♠♠✉♥ ✭❇❧❛♥❦❡✱ ✷✵✵✸❀ ❇❧❛♥❦❡ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✹ ❯♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❑ ❡*+ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ +❡❧ /✉✬❛✉❝✉♥ ❛3❝ ♥❡ ♣❡✉+ @+3❡
❛❥♦✉+B *❛♥* ✈✐♦❧❡3 ❧❛ ♣3♦♣3✐B+B *❡❧♦♥ ❧❛/✉❡❧❧❡ ❞❡✉① ❛3❝* ♥❡ ❞♦✐✈❡♥+ ♣❛* ❛✈♦✐3 ❞❡ *♦♠♠❡+
❝♦♠♠✉♥ ✭❇❧❛♥❦❡✱ ✷✵✵✸❀ ❇❧❛♥❦❡ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✺ ❯♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❑ ❞❛♥* ✉♥ ❣3❛♣❤❡ ● ❂ ✭❈ ❀ ❱ ❀ ❊✮ ❡*+ ❞✐+ ❝♦♠♣❧❡+✱ ♣❛3
3❛♣♣♦3+ F ❈ *✐ +♦✉+❡* ❧❡* ❝♦♥+3❛✐♥+❡* ❞❡ ❈ *♦♥+ ❝♦✉♣❧B❡* ✭3❡*♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡*+
❞✐+ ❝♦♠♣❧❡+ ♣❛3 3❛♣♣♦3+ F ❳ *✐ +♦✉+❡* ❧❡* ✈❛3✐❛❜❧❡* ✐♥❝♦♥♥✉❡* *♦♥+ ❝♦✉♣❧B❡* ✮ ✭❇❧❛♥❦❡✱
✷✵✵✸❀ ❇❧❛♥❦❡ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮
❘❡♠❛45✉❡ ✶ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡+ ❑ ♥✬❡*+ ♣❛* ✉♥✐/✉❡ ❡+ ❡♥ ❣B♥B3❛❧✱ ❞✐✛B3❡♥+* ❝♦✉♣❧❛❣❡*
❝♦♠♣❧❡+* ♣❡✉✈❡♥+ @+3❡ +3♦✉✈B* ❞❛♥* ✉♥ ❣3❛♣❤❡ ❜✐♣❛3+✐✳
❊✛❡❝&✐✈❡♠❡♥&✱ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❑ i ❝♦♠♣❧❡& ❞♦♥♥3✱ ♣❛4 4❛♣♣♦4& 5 ❳✱ ♥✬❡7& ♣❛7 ✉♥✐8✉❡ ❞❛♥7
❧❡ ❝❛7 ♦9 ✐❧ 7✉✣& 8✉✬✉♥❡ ✈❛4✐❛❜❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ xi 7♦✐& ❝♦✉♣❧3❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥&4❛✐♥&❡ cj′ ❛✉ ❧✐❡✉
❞❡ ❧❛ ❝♦♥&4❛✐♥&❡ cj ♣♦✉4 ♦❜&❡♥✐4 ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡& ❑ i′ ✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❘❡♣4❡♥♦♥7 ❧❡ 7②7&@♠❡ 7&❛&✐8✉❡ ♣43❝3❞❡♥& ✭✷✳✶✷✮ ✿
c0 : (x1, x2, y1) = 0
c1 : (x1, x2) = 0
c2 : (x1, x2, y2) = 0
❆✈❡❝ ❈ ❂ {c0; c1; c2}✱ ❱ ❂ ④❳ ∪ ❨ ⑥✱ ❳ ❂ {x1; x2}✱ ❨ ❂ {y1; y2}✳
▲❛ ✜❣✉4❡ ✭❛✮ ✭❋✐❣✉4❡ ✭✷✳✺✮✮ ❝♦44❡7♣♦♥❞ 5 ✉♥❡ 4❡♣437❡♥&❛&✐♦♥ ❞✉ 7②7&@♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥
❋✐❣✉$❡ ✷✳✺ ✕ ❉✐✛34❡♥&7 ❝♦✉♣❧❛❣❡7 ❝♦44❡7♣♦♥❞❛♥&7
❣4❛♣❤❡ ❜✐♣❛4&✐ ❡♥&4❡ ❧❡7 ✈❛4✐❛❜❧❡7 ❞✬3&❛& ✐♥❝♦♥♥✉❡7 5 3❧✐♠✐♥❡4 ❡& ❧❡7 ❝♦♥&4❛✐♥&❡7 8✉✐
❧❡7 ❝♦♥&✐❡♥♥❡♥&✳ ▲❡7 ✜❣✉4❡7 ✭❜✮ ❡& ✭❝✮ ❝♦44❡7♣♦♥❞❡♥& 5 ✷ ❞✐✛34❡♥&7 ❝♦✉♣❧❛❣❡7 ❝♦♠♣❧❡&7
♣♦77✐❜❧❡7 ❞✉ 7②7&@♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉& ❢❛❝✐❧❡♠❡♥& 4❡♠❛48✉❡4 8✉❡ ❝❡ 7♦♥& ❞❡7 ❝♦✉♣❧❛❣❡7 ❝♦♠♣❧❡&7
♣❛4 4❛♣♣♦4& ❛✉① ✈❛4✐❛❜❧❡7 ✐♥❝♦♥♥✉❡7 8✉✐ 7♦♥& ♣437❡♥&37 7✉4 ❝❡7 ✜❣✉4❡7✳ ❊♥ ❢❛✐&✱ ❝❡&&❡
♠3&❤♦❞❡ ❝❤❡4❝❤❡ &♦✉❥♦✉47 5 ❞3❞✉✐4❡ &♦✉&❡7 ❧❡7 ✈❛4✐❛❜❧❡7 ❞✬3&❛&7 ✐♥❝♦♥♥✉❡7 ❡& ❝❡❧❧❡7✲❧5 7♦♥&
❜✐❡♥ ❝♦✉♣❧3❡7 ❛✈❡❝ ❞❡7 ❝♦♥&4❛✐♥&❡7✳
✸✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ❉+%❡❝%✐♦♥ ❡% ❧♦❝❛❧✐0❛%✐♦♥ ❞❡0 ❞+❢❛✉%0
❊✛❡❝&✐✈❡♠❡♥&✱ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡& ♣❛2 2❛♣♣♦2& ❛✉① ✈❛2✐❛❜❧❡5 ✐♥❝♦♥♥✉❡5 5✐❣♥✐✜❡ 7✉❡
❝❤❛7✉❡ ✈❛2✐❛❜❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡5& ❝♦✉♣❧9❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥&2❛✐♥&❡✳ ❊& ❧❡ ❢❛✐& ❞❡ &2♦✉✈❡2 7✉❡ &♦✉&❡5
❧❡5 ✈❛2✐❛❜❧❡5 ✐♥❝♦♥♥✉❡5 5♦♥& ❝♦✉♣❧9❡5 ❛✈❡❝ ❧❡5 ❝♦♥&2❛✐♥&❡5 ♣❡2♠❡& ❞❡ ❞9❞✉✐2❡ &♦✉&❡5 ❧❡5
✈❛2✐❛❜❧❡5 ✐♥❝♦♥♥✉❡5 5❛♥5 ❡♥ ♦✉❜❧✐❡2 ❛✉❝✉♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❧❡5 ❝♦✉♣❧❛❣❡5 ❝♦♠♣❧❡&5 ❑ i 7✉✐
5❡2✈❡♥& > ❧❛ ❣9♥92❛&✐♦♥ ❞❡5 ❘❘❆ ♥❡ 5♦♥& ♣❛5 ♥✬✐♠♣♦2&❡ ❧❡57✉❡❧5 ♠❛✐5 ✐❧5 5♦♥& > ✐55✉5 ❞✬✉♥
❣2❛♣❤❡ ♦2✐❡♥&9 ❛55♦❝✐9 ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳
✺✳✹ ●$❛♣❤❡ ♦$✐❡♥,- ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✻ ❙♦✐❡♥% ❱ ❂ {v1, v2...vn} ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ✈❛/✐❛❜❧❡) ✐♥%❡/✈❡♥❛♥% ❞❛♥) ❧❛
❝♦♥%/❛✐♥%❡ cj✳ ▲❛ ✈❛/✐❛❜❧❡ vi ❡)% ❞3❞✉❝%✐❜❧❡ ✭♦✉ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡✮ )✐ ❡❧❧❡ ♣❡✉% 8%/❡ ❞3❞✉✐%❡ ❛✉
%/❛✈❡/) ❞❡ ❧❛ ❝♦♥%/❛✐♥%❡ cj ❡♥ ✉%✐❧✐)❛♥% ❧❡) ❛✉%/❡) ✈❛/✐❛❜❧❡) ❱ ❂ ❱ ✲{vi} ❡♥ )✉♣♣♦)❛♥% :✉❡
%♦✉%❡) ❝❡) ❛✉%/❡) ✈❛/✐❛❜❧❡) )♦♥% ❝♦♥♥✉❡)✳
B2❡♥♦♥5 ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ 5✉✐& ✿
c0 : q
dl1
dt
= x1 − x2 ✭✷✳✶✻✮
❖♥ ♣❡✉& ❝♦♥5&❛&❡2 7✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡5 ❝❛5 ♦K ❧❛ ✈❛2✐❛❜❧❡ ❝♦✉♣❧9❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞♦♥♥9 ♥✬❡5&
♣❛5 ❞9❞✉❝&✐❜❧❡ ❞❛♥5 ❧❛ ❝♦♥&2❛✐♥&❡ ❛55♦❝✐9❡✳ ❊✛❡❝&✐✈❡♠❡♥&✱ ❧❛ ✈❛2✐❛❜❧❡ l1 ❂
∫ t
0
1
q
(x1 − x2)
♣❡✉& M&2❡ ❝♦✉♣❧9❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥&2❛✐♥&❡ c0 ❝❛2 ❡❧❧❡ ❡5& ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ 5✐ ❧❡5 ✈❛2✐❛❜❧❡5 x1 ❡& x2 5♦♥&
❝♦♥♥✉❡5✳ B❛2 ❝♦♥&2❡✱ ❝❡ ♥✬❡5& ♣❛5 ❧❡ ❝❛5 ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛2✐❛❜❧❡ x1 ♦✉ ❧❛ ✈❛2✐❛❜❧❡ x2✱ ❡❧❧❡5 ♥❡
♣❡✉✈❡♥& ♣❛5 M&2❡ ❝❛❧❝✉❧9❡5 ❡♥ 5✉♣♣♦5❛♥& 7✉❡ ❧❡5 ✈❛2✐❛❜❧❡5 x2 ❡& l1 5♦♥& ❝♦♥♥✉❡5 ♣♦✉2 ❧❡
♣2❡♠✐❡2 ❝❛5✱ ♦✉ x1 ❡& l1 ♣♦✉2 ❧❡ ❞❡✉①✐N♠❡✱ ❛✜♥ ❞✬9✈✐&❡2 ❧❡5 ❞92✐✈❛&✐♦♥5✳
❈❡ ♣2♦❜❧N♠❡ ✈❛ ❧✐♠✐&❡2 ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡5 ♣♦55✐❜❧❡5 5❡2✈❛♥& > ❧❛ ❣9♥92❛&✐♦♥ ❞❡5
❘❘❆✳ ❆✜♥ ❞❡ 2❡♣295❡♥&❡2 ❝❡5 ❝♦✉♣❧❛❣❡5 ❣2❛♣❤✐7✉❡♠❡♥&✱ ❧❡5 2N❣❧❡5 5✉✐✈❛♥&5 5♦♥& ❛♣♣❧✐✲
7✉9❡5 ✿
✶✳ ❯♥❡ ❝♦♥&2❛✐♥&❡ ❞✐&❡ ❝♦✉♣❧9❡ ❧♦257✉❡ ❧❡5 ❛2❝5 ❧✐95 > ❝❡&&❡ ❝♦♥&2❛✐♥&❡5 5♦♥& ♦2✐❡♥&95 ❞❡
♠❛♥✐N2❡ ✿
✕ ❉❡5 ✈❛2✐❛❜❧❡5 ♥♦♥ ❝♦✉♣❧9❡5 > ❧❛ ❝♦♥&2❛✐♥&❡ ✭❧❡5 ✈❛2✐❛❜❧❡5 ❞✬❡♥&29❡ ♣♦✉2 ❞9❞✉✐2❡ ❧❛
✈❛2✐❛❜❧❡ ❞❡ 5♦2&✐❡✮
✕ ❉❡ ❧❛ ❝♦♥&2❛✐♥&❡ > ❧❛ ✈❛2✐❛❜❧❡ ❝♦✉♣❧9❡ ✭5♦2&✐❡✮
✷✳ ❯♥❡ ❝♦♥&2❛✐♥&❡ ❡5& ❞✐&❡ ♥♦♥ ❝♦✉♣❧9❡ 5✐ &♦✉&❡5 ❧❡5 ✈❛2✐❛❜❧❡5 5♦♥& ❝♦♥5✐❞929❡5 ❝♦♠♠❡
❞❡5 ❡♥&29❡5✱ ❝✬❡5&✲>✲❞✐2❡ 7✉❡ ❝❡&&❡ ❝♦♥&2❛✐♥&❡ ♥❡ 5❡2❛ ♣❛5 ✉&✐❧✐59❡ ♣♦✉2 ❞9❞✉✐2❡ ✉♥❡
✈❛2✐❛❜❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❊& ♣❛2 ❝♦♥597✉❡♥&✱ &♦✉5 ❧❡5 ❛2❝5 ♥❡ 5♦♥& ♣❛5 ♦2✐❡♥&95✳
❆✈❡❝ ❝❡5 ♥♦&✐♦♥5✱ ♦♥ ♣❡✉& ❝♦♥5&2✉✐2❡ ❧❡ ❣2❛♣❤❡ ♦2✐❡♥&9 ❝♦22❡5♣♦♥❞❛♥& > ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣29✲
❝9❞❡♥& ❝♦♠♠❡ 5✉✐& ✭❋✐❣✉2❡ ✭✷✳✻✮✮ ✿
▲❡5 ❛2❝5 ♦2✐❡♥&95 ❞❛♥5 ❧❡ ❣2❛♣❤❡ ✭✷✳✻✮ ✐♥❞✐7✉❡♥& ❝♦♠♠❡♥& ❧❡5 ✈❛2✐❛❜❧❡5 ✐♥❝♦♥♥✉❡5
❳ 5♦♥& ❞9❞✉✐&❡5 > ♣❛2&✐2 ❞❡5 ❝♦♥&2❛✐♥&❡5 ❈ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❛❣❡5 ❝♦♠♣❧❡&5 ♣♦55✐❜❧❡5 ❞✉
5②5&N♠❡✳
✸✶
❋✐❣✉$❡ ✷✳✻ ✕ ●'❛♣❤❡ ♦'✐❡♥/0
❯♥❡ ❢♦✐3 4✉❡ ❧❡3 ❝♦♥/'❛✐♥/❡3 ❡/ ❧❡3 ✈❛'✐❛❜❧❡3 ✐♥❝♦♥♥✉❡3 3♦♥/ ❝♦✉♣❧0❡3✱ ❧❡3 ❝♦♥/'❛✐♥/❡3
4✉✐ ♥❡ 3♦♥/ ♣❛3 ❝♦✉♣❧0❡3 3❡'✈✐'♦♥/ ; ❝♦♥3/'✉✐'❡ ❧❡3 ❘❘❆ ✭❡❧❧❡ 3♦♥/ ❝♦♥3✐❞0'0❡3 ❝♦♠♠❡ ❞❡3
'❡❧❛/✐♦♥3 ❞❡ '❡❞♦♥❞❛♥❝❡✮✳ ❊♥ ♦❝❝✉''❡♥❝❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ✜❣✉'❡ ✭✷✳✻✲ ❜✮✱ ❧❛ ❝♦♥/'❛✐♥/❡ ♥♦♥ ❝♦✉♣❧0❡
❡3/ ❧❛ ❝♦♥/'❛✐♥/❡ c2 ❡/ ❧❛ ♣'❡♠✐F'❡ ❘❘❆ 4✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉/ ♦❜/❡♥✐' ❡3/ ✿
c0 : (x1, x2, y1) = 0 ✭✷✳✶✼✮
c1 : (x1, x2) = 0
c2 : (x1, x2, y2) = 0
J♦✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✭✷✳✻✲ ❝✮✱ ❧❛ ❝♦♥/'❛✐♥/❡ ♥♦♥ ❝♦✉♣❧0❡ ❡3/ ❧❛ ❝♦♥/'❛✐♥/❡ c0 ❡/ ♦♥ ♦❜/✐❡♥/ ❧❛
♠K♠❡ ❘❘❆ 4✉❡ ❧❡ ❝❛3 ♣'0❝0❞❡♥/ ❝❡ 4✉✐ ♥♦✉3 ❞♦♥♥❡ ❧❡ /❛❜❧❡❛✉ ✭✺✳✹✮ ❞❡3 ❘❘❆ ❣0♥0'0❡3
✜♥❛❧❡3 ❝♦♠♠❡ 3✉✐/ ✿
c0 c1 c2
❘❘❆1 ✶ ✶ ✶
❘❘❆2 ✶ ✶ ✶
❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ ❘❘❆ ❣0♥0'0❡3 ❞✉ 3②3/F♠❡ ✭✷✳✶✷✮
J❛' ❝♦♥304✉❡♥/✱ ❧❛ 3❡✉❧❡ ❘❘❆ '❡/❡♥✉❡ ♣♦✉' ❝❡ 3②3/F♠❡ ❡3/ ❘❘❆ ❂ {c0, c1, c2}
✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥
❉❛♥3 ❝❡//❡ 3❡❝/✐♦♥✱ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ♣'03❡♥/0 ❧❡3 ❞✐✛0'❡♥/❡3 ♥♦/✐♦♥3 ❞❡ ❜❛3❡ ❡♠♣❧♦②0❡3 ❞❛♥3
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦3/✐❝✱ ❛✐♥3✐ 4✉❡ 4✉❡❧4✉❡3 ♠0/❤♦❞❡3 ❝♦✉'❛♥/❡3 ♣♦✉' ❧❛ ❣0♥0'❛/✐♦♥ ❞❡3
❘❘❆ ❛②❛♥/ ♣♦✉' ❜✉/ ❞✬❡✛❡❝/✉❡' ❧❛ ❞0/❡❝/✐♦♥ ❞❡3 ❞0❢❛✉/3✳ ❯♥❡ ❢♦✐3 4✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜/✐❡♥/ ❧❡3
❘❘❆✱ ❧❡ '03✐❞✉ ❡3/ ❝❛❧❝✉❧0 ❡/ 3✐ ❝❡ '03✐❞✉ ♥❡ ❞0♣❛33❡ ♣❛3 ✉♥ ❝❡'/❛✐♥ 3❡✉✐❧ θ ✜①0 /'F3 ❢❛✐❜❧❡✱
♦♥ ♣❡✉/ ❛❧♦'3 ❝♦♥❝❧✉'❡ 4✉❡ ❧❡ 3②3/F♠❡ ♥✬❡3/ ♣❛3 ❡♥ ❝♦♠♣♦'/❡♠❡♥/ ❛♥♦'♠❛❧✳
◆♦/'❡ ❛♣♣'♦❝❤❡✱ 4✉✐ 3❡ 3✐/✉❡ 0❣❛❧❡♠❡♥/ ❞❛♥3 ❝❡//❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠0/❤♦❞❡✱ ♣'♦♣♦3❡'❛ ✉♥❡
❛✉/'❡ ♠❛♥✐F'❡ ♣♦✉' ❧❛ ❣0♥0'❛/✐♦♥ ❛✉/♦♠❛/✐4✉❡ ❞❡3 ❘❘❆ ❡♥ 3❡ ❜❛3❛♥/ 3✉' ❧❡3 ♣❛'❝♦✉'3
✸✷ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ❉+%❡❝%✐♦♥ ❡% ❧♦❝❛❧✐0❛%✐♦♥ ❞❡0 ❞+❢❛✉%0
❞❡ ❣%❛♣❤❡)✳ ▲❛ ✈❛%✐❛❜❧❡ x(k + 1) )❡%❛ ❜✐❡♥ ❞✐)1✐♥❣✉3❡ ♣❛% %❛♣♣♦%1 5 )♦♥ 31❛1 ✐♥✐1✐❛❧ x(k)✳
❉❡ ♣❧✉)✱ ♥♦1%❡ ♠31❤♦❞❡ ♣❡%♠❡1 3❣❛❧❡♠❡♥1 ❞✬3✈✐1❡% ♣❛%1✐❡❧❧❡♠❡♥1 ❧✬✉1✐❧✐)❛1✐♦♥ ❞❡) ✢;❝❤❡)
♦%✐❡♥13❡) ❡♥ )✬❛✛%❛♥❝❤✐))❛♥1 ❞❡) ♣%♦❜❧;♠❡) ❞❡ ❞3❞✉❝1✐❜✐❧✐13 ✭♦✉ ❝❛❧❝✉❧❛❜✐❧✐13✮ ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡)
5 ♣❛%1✐% ❞❡ ❝♦♥1%❛✐♥1❡)✳
❈❤❛♣✐%&❡ ✸
❆♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡
✶ ■♥#$♦❞✉❝#✐♦♥
❈❡" ❞❡$♥✐'$❡" ❛♥♥)❡"✱ ✐❧ ② ❛ ❡✉ ✉♥ ✐♥.)$/. ❛❝❝$✉ ❞❛♥" ❧❛ ♠♦❞)❧✐"❛.✐♦♥ ❡. ❧✬❛♥❛❧②"❡ ❞❡"
"②".'♠❡" ❡♥ .❡♥❛♥. ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❞❡ ❧✬❛"♣❡❝. ✐♥❝❡$.✐.✉❞❡✳ ❈❡. ✐♥.)$/. ✈✐❡♥. ❞❡ ❧✬❡①✐".❡♥❝❡
❞❡ ♥♦♠❜$❡✉"❡" "♦✉$❝❡" ❞✬✐♥❝❡$.✐.✉❞❡" 9✉✐ ♣❡✉✈❡♥. ✐♥.❡$✈❡♥✐$ "✉$ ❧❡ "②".'♠❡ ❡. 9✉✐
♣♦"❡♥. ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉① ♣$♦❜❧'♠❡" ❞❛♥" ❧❛ ♠♦❞)❧✐"❛.✐♦♥✱ ❛✐♥"✐ 9✉❡ ❞❛♥" ❧❛ ❞).❡❝.✐♦♥ ❡. ❧❛
❧♦❝❛❧✐"❛.✐♦♥ ❞❡" ❞)❢❛✉."✳ ❈❡$.❛✐♥❡" ❞❡ ❝❡" ✐♥❝❡$.✐.✉❞❡" ❞)❝♦✉❧❡♥. ❞❡ ❢❛❝.❡✉$" 9✉✐ "♦♥.
✐♥.$✐♥"'9✉❡♠❡♥. ❛❧)❛.♦✐$❡"✱ ❞✬❛✉.$❡" $❛✐"♦♥" ♣$♦✈✐❡♥♥❡♥. ❞✉ ♠❛♥9✉❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐""❛♥❝❡ ✭♦✉
)♣✐".)♠✐9✉❡✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣$)❝✐"✐♦♥ ❞❡" ♠❛.)$✐❡❧"✳ ❈❡" "♦✉$❝❡" ❞✬✐♥❝❡$.✐.✉❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡♥.
❞✐$❡❝.❡♠❡♥. ❧❡" $)"✉❧.❛." ✐""✉" ❞❡" ❛♥❛❧②"❡" ❡. ♣❡✉✈❡♥. ❝♦♥❞✉✐$❡ > ❞❡" $)"✉❧.❛." ❢❛✉""❡"
"✉$ ❧❡ ❝♦♠♣♦$.❡♠❡♥. ❞❡" "②".'♠❡"✳
■❧ ② ❛ ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉① .$❛✈❛✉① ❞)❞✐)" > .$❛✐.❡$ ❝❡..❡ ♣$♦❜❧)♠❛.✐9✉❡ ❞❡♣✉✐" ❞❡" ❞)❝❡♥♥✐❡"
9✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉. ❞✐✈✐"❡$ ❡♥ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡" "✉✐✈❛♥. ❧❛ ♠❛♥✐'$❡ ❝❤♦✐"✐❡ ♣♦✉$ ♠♦❞)❧✐"❡$ ❝❡"
✐♥❝❡$.✐.✉❞❡" ✿ ❧✬❛♣♣$♦❝❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐".❡ ❡. ❧✬❛♣♣$♦❝❤❡ ♥♦♥✲♣$♦❜❛❜✐❧✐".❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡"
✐♥.❡$✈❛❧❧❡" ✭▼♦♦$❡✱ ✶✾✻✻✮ 9✉❡ ❥❡ ✈❛✐" ♣$)"❡♥.❡$ ❞❛♥" ❝❡ ❝❤❛♣✐.$❡✳ ❏❡ ✈❛✐" ❞).❛✐❧❧❡$ )❣❛❧❡♠❡♥.
❧✬✐♥.)$/. ❞❡ ❝❡..❡ ❛♣♣$♦❝❤❡ ♣❡$♠❡..❛♥. ❞✬❡①♣❧✐9✉❡$ ❧❛ $❛✐"♦♥ ♣♦✉$ ❧❛9✉❡❧❧❡ ♥♦✉" ❧✬❛✈♦♥"
❝❤♦✐"✐❡ ♣♦✉$ ❧❛ ♣$✐"❡ ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❞❡" ❞✐✛)$❡♥.❡" "♦✉$❝❡" ❞✬✐♥❝❡$.✐.✉❞❡ ❧♦$" ❞❡ ❧✬)✈❛❧✉❛.✐♦♥
❞❡" ❘❡❧❛.✐♦♥ ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②.✐9✉❡ ❙②♠❜♦❧✐9✉❡ ✭❘❘❆❙✮✳
✷ ❆"✐$❤♠'$✐(✉❡ ❞❡, ✐♥$❡"✈❛❧❧❡,
✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥
●!♥!#❛❧❡♠❡♥(✱ ❧❡* ❞♦♥♥!❡* -✉✐ *♦♥( ✐**✉❡* ❞❡* ❝❛♣(❡✉#* ♥❡ *♦♥( ♣❛* ♣❛#❢❛✐(❡*✳ ▲❛ ♣#❡✲
♠✐6#❡ *♦✉#❝❡ ❞❡ ❝❡* ✐♠♣#!❝✐*✐♦♥* ♣❡✉( ✈❡♥✐# ❞❡ ❧❛ -✉❛❧✐(! ❞❡ ❢❛❜#✐❝❛(✐♦♥ ❞✉ ❝❛♣(❡✉#✱ ❞❡ ♣#!✲
❝✐*✐♦♥ (❡❝❤♥♦❧♦❣✐-✉❡✱ ❞❡ *✐❣♥❛✉① ♣❛#❛*✐(❡* ✭❜#✉✐(*✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ ❞!❢❛✉(* ❞❡ ❝❛♣(❡✉# ✭♣❛♥♥❡✱
❞!#✐✈❡✮ ♣❛# ❡①❡♠♣❧❡✳ ❊( ♦♥ ♣❡✉( ❛❜♦#❞❡# ❧❛ ❞❡✉①✐6♠❡ *♦✉#❝❡ ❞✬✐♠♣#!❝✐*✐♦♥ -✉✐ ❡*( ❧✐!❡
❞✐#❡❝(❡♠❡♥( ❛✉① ♦✉(✐❧* ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥❢♦#♠❛(✐-✉❡✳ ❊✛❡❝(✐✈❡♠❡♥(✱ ❜✐❡♥ -✉❡ ❧❡* ♥♦♠❜#❡* ❡♥(✐❡#*
✸✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❆♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡
"♦✐❡♥' (❡❝♦♥♥✉" ♣❛( ❧❡" ♠❛❝❤✐♥❡"✱ ❝❡ ♥✬❡"' ♣❛" ❞✉ '♦✉' ❧❡ ❝❛" ♣♦✉( ❧❡" ♥♦♠❜(❡" (❛'✐♦♥✲
♥❡❧"✳ 6(❡♥♦♥" ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✷✴✸✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ♦❜'❡♥✉❡ ♣❛( ❧❡" ♠❛❝❤✐♥❡" ❞❛♥" ❧❡" ❝❛❧❝✉❧" "❡(❛
✵✳✻✻✻✻✻✻✻✻✳✳✳✳ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❝❤✐✛(❡" ❛♣(>" ❧❛ ✈✐(❣✉❧❡ @✉✐ ❞A♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❜✐'"
✐♥✐'✐❛❧✐"A ♣❛( ❧✬✉'✐❧✐"❛'❡✉( ♦✉ ♣❛( ❞A❢❛✉' ♣❛( ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦((❡"♣♦♥❞❛♥'❡✳ ❈✬❡"' D ♣❛('✐( ❞❡
❝❡ ♣(♦❜❧>♠❡ ♣✉(❡♠❡♥' ✐♥❢♦(♠❛'✐@✉❡ @✉❡ ▼♦♦(❡ ❛ ✐♥✈❡♥'A ❧✬❛♥❛❧②"❡ ♣❛( ✐♥'❡(✈❛❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡
♣(❡♠✐❡( ♦✉✈(❛❣❡ ❞❡ (A❢A(❡♥❝❡ ✭▼♦♦(❡✱ ✶✾✻✻✮✳ ❉❡ ♥♦" ❥♦✉("✱ ❞❡ ♥♦♠❜(❡✉"❡" ♠A'❤♦❞❡" '❡❧❧❡"
@✉❡ ❝❡❧❧❡" ❞❡ ✭◆❡✉♠❛✐❡(✱ ✶✾✾✵✮ ♣♦✉( ❧❛ (A"♦❧✉'✐♦♥ ❞❡" ♣(♦❜❧>♠❡" ❧✐♥A❛✐(❡" ❡' ♥♦♥ ❧✐♥A❛✐(❡"
♦✉ ❞❡ ✭❍❛♥"❡♥✱ ✶✾✾✷✮ ♣♦✉( ❧✬♦♣'✐♠✐"❛'✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ ✉'✐❧✐"❛♥' ❧❡" ♠A'❤♦❞❡" ✐♥'❡(✈❛❧❧❡" ♦♥'
♣❡(♠✐" ❧✬❡①'❡♥"✐♦♥ ❞❡ ❝❡''❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❞❛♥" ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥❣A♥✐❡(✐❡ ❡' ❞❡ ❧❛ (❡❝❤❡(❝❤❡✱
♥♦'❛♠♠❡♥' ❡♥ ❞✐❛❣♥♦"'✐❝ ❞❡ ❞A❢❛✉'"✳
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✼ ❯♥ ✐♥#❡%✈❛❧❧❡ ❡)# ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ❜♦%♥. ❞❡ ♥♦♠❜%❡) %.❡❧) ❘ ✭▼♦♦%❡ ❡# ❇✐❡%✲
❜❛✉♠✱ ✶✾✼✾❀ ◆❡✉♠❛✐❡%✱ ✶✾✾✵✮ ❡# )✐ x ❞.)✐❣♥❡ ✉♥❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ %.❡❧❧❡✱ ❧✬✐♥#❡%✈❛❧❧❡ [x] ?✉✐
❝♦♥#✐❡♥# x ❡)# ❞.✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛C♦♥ )✉✐✈❛♥#❡ ✿
[x] = [x, x] = {x ∈ R|x ≤ x ≤ x} ✭✸✳✶✮
❖F ❧❡) ♥♦♠❜%❡) %.❡❧) x, x )♦♥# %❡)♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ❧❡) ❜♦%♥❡) ✐♥❢.%✐❡✉%❡ ❡# )✉♣.%✐❡✉%❡ ❞❡ [x]✳
❯♥ ✐♥'❡(✈❛❧❧❡ ❡"' ❞✐' ❞A❣A♥A(A ❧♦("@✉❡ x = x✳ ▲❡" ✐♥'❡(✈❛❧❧❡" ❞A❣A♥A(A" ♣❡(♠❡''❡♥' ❞❡
❧❛ (❡♣(A"❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡" ♥♦♠❜(❡" (A❡❧" ❝♦♥♥✉" ❛✈❡❝ ❡①❛❝'✐'✉❞❡✳ ❚♦✉" ❧❡" ✐♥'❡(✈❛❧❧❡" ❞❡ R "♦♥'
♥♦'A" ✿ IR✳ ❙✐ ✉♥❡ "❡❝♦♥❞❡ ✈❛(✐❛❜❧❡ (A❡❧❧❡ y ❡"' A❧A♠❡♥' ❞❡ [x]✱ ❛❧♦(" ❡❧❧❡ ❡"' ♥♦'A❡ ✿ y ∈ [x]
❡' '♦✉'❡" ❧❡" ✈❛❧❡✉(" ♣♦""✐❜❧❡" ❞❡ y "♦♥' ❝♦♠♣(✐"❡" ❡♥'(❡ ❧❡" ❞❡✉① ❜♦(♥❡" x ❡' x✳
6♦✉( ✉♥ ✐♥'❡(✈❛❧❧❡ [x] ❞♦♥♥A✱ @✉❡❧@✉❡" ♥♦'❛'✐♦♥" ❧✐A❡" D ❝❡' ✐♥'❡(✈❛❧❧❡ "♦♥' ✿
✕ ▲❡ ❝❡♥'(❡ ❞❡ ❧✬✐♥'❡(✈❛❧❧❡ mid([x]) ❂ ✭x+ x✮✴✷
✕ ❙♦♥ (❛②♦♥ r([x]) ❂ ✭x− x✮✴✷
✕ ❙❛ ❧♦♥❣✉❡✉( ♦✉ "♦♥ ❞✐❛♠>'(❡ ✿ w([x]) ❂ x− x
✕ ❙❛ ✈❛❧❡✉( ❛❜"♦❧✉❡ ♦✉ "❛ ♥♦(♠❡ ✿ |[x]| ❂ ♠❛①✭|x|, |x|✮
▲❡ ❝❡♥'(❡ ❡' ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉( (❡♣(A"❡♥'❡♥' ❧❡ ❜❛(②❝❡♥'(❡ ❡' ❧❛ ❞✐"♣❡("✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥'❡(✈❛❧❧❡✳ ▲❛
✈❛❧❡✉( ❛❜"♦❧✉❡ ❞✬✉♥ ✐♥'❡(✈❛❧❧❡ ❝♦((❡"♣♦♥❞ D (❡❝❤❡(❝❤❡( ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❛❜"♦❧✉❡
❞❡ "❡" ❜♦(♥❡"✱ ❝❡ @✉✐ ♣❡(♠❡' ❞❡ (❡"♣❡❝'❡( ❧❛ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ✿ |x| ≤ |[x]|✳
✷✳✷ ❖♣$%❛'✐♦♥+ ❛%✐'❤♠$'✐.✉❡+ ♣❛% ✐♥'❡%✈❛❧❧❡+
▲❡" ✐♥'❡(✈❛❧❧❡" ♣❡✉✈❡♥' V'(❡ ✈✉" ❝♦♠♠❡ ❞❡" ❡♥"❡♠❜❧❡" ❡' ❧❡" ♦♣A(❛'✐♦♥" "✉( ❧❡"
❡♥"❡♠❜❧❡" "♦♥' ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡" ❝♦♠♠❡ ✿ ❧✬A❣❛❧✐'A (=)✱ ❧✬❛♣♣❛('❡♥❛♥❝❡ ✭∈✮✱ ❧✬✐♥❝❧✉"✐♦♥ "'(✐❝'❡
✭⊂✮ ❡' ❧❛(❣❡ ✭⊆✮✱ ❧✬✐♥'❡("❡❝'✐♦♥ ✭∩✮✱ ❧❛ (❡❧❛'✐♦♥ ❞✬♦(❞(❡ ❡'❝✳✳✳
▲❡" ✐♥'❡(✈❛❧❧❡" ♣❡✉✈❡♥' A❣❛❧❡♠❡♥' V'(❡ ✈✉" ❝♦♠♠❡ ❞❡" ❝♦✉♣❧❡" ❞❡ (A❡❧" "✉( ❧❡"@✉❡❧" ♦♥
♣❡✉' ❛♣♣❧✐@✉❡( ❧❡" @✉❛'(❡ ♦♣A(❛'✐♦♥" ❛(✐'❤♠A'✐@✉❡" ❞❡ ❜❛"❡ ✿ ❧✬❛❞❞✐'✐♦♥✱ ❧❛ "♦✉"'(❛❝'✐♦♥✱
❧❛ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❡' ❧❛ ❞✐✈✐"✐♦♥✳
✸✺
❙♦✐❡♥' [x] ❡' [y] ❞❡✉① ✐♥'❡+✈❛❧❧❡/✱ ❧❡/ ♦♣2+❛'✐♦♥/ ❛+✐'❤♠2'✐5✉❡/ o = {+,−, .., /} ❡♥'+❡
❝❡/ ❞❡✉① ✐♥'❡+✈❛❧❧❡/ /♦♥' ♣+2/❡♥'2❡/ ❞❛♥/ ❧❡ '❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✮ +2❝❛♣✐'✉❧❛'✐❢ /✉✐✈❛♥' ✿
❘2/✉❧'❛' ♦❜'❡♥✉ ? ❧✬✐//✉ ❞❡/ ♦♣2+❛'✐♦♥/
❆❞❞✐'✐♦♥ [x] + [y] = [x+ y, x+ y]
◆2❣❛'✐♦♥ −[x] = [−x,−x]
❙♦✉/'+❛❝'✐♦♥ [x]− [y] = [x− y, x− y]
▼✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥ [x] ∗ [y] = [min(xy, xy, xy, xy),max(xy, xy, xy, xy)]
■♥✈❡+/✐♦♥ 1/[x] = [1/x, 1/x] /✐ ✵ /∈ [x]
❉✐✈✐/✐♦♥ [x]/[y] = [min(x/y, x/y, x/y, x/y),max(x/y, x/y, x/y, x/y)] /✐ ✵ /∈ [y]
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❖♣2+❛'✐♦♥/ ❛+✐'❤♠2'✐5✉❡/ /✉+ ✷ ✐♥'❡+✈❛❧❧❡/
❈❡/ +2/✉❧'❛'/ /♦♥' '♦✉'❡/ ❧❡/ /♦❧✉'✐♦♥/ ♣♦//✐❜❧❡/ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ [x] o [y] '❡❧❧❡/ 5✉❡ ✿
[x] o [y] = {x o y | x ∈ [x] et y ∈ [y]} ✭✸✳✷✮
❖♥ ♣❡✉' ❝♦♥/'❛'❡+ 5✉❡ ❞❛♥/ ❝❡ '❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✮✱ ❧✬♦♣2+❛'✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡+/✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥'❡+✈❛❧❧❡ ❬x❪
❡/' ✈2+✐✜2❡ ❧♦+/5✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ 0 ♥✬❡/' ♣❛/ 2❧2♠❡♥' ❞❡ [x]✳ ❙✐ ❝❡''❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ♥✬❡/' ♣❛/ ✈2+✐✜2❡✱
❛❧♦+/ ❧✬✐♥✈❡+/❡ ❞❡ ❬x❪ ♥❡ ♣❡✉' O'+❡ ♥✐ ❝♦♥♥❡①❡✱ ♥✐ ❝♦♠♣❛❝' ❝❡ 5✉✐ ❡/' ❡♥ ❝♦♥'+❛❞✐❝'✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
❞2✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥'❡+✈❛❧❧❡✳ ❉❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ♦P 0 ❡/' 2❧2♠❡♥' ❞❡ ❧✬✐♥'❡+✈❛❧❧❡ [x] ♦✉ [y]✱ ❧❡ +2/✉❧'❛'
❞❡ ❧❛ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❡♥'+❡ ❝❡/ ❞❡✉① ✐♥'❡+✈❛❧❧❡/ ❡/' ♣+2/❡♥'2 ❞❛♥/ ❧❡ '❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✷✮ /✉✐✈❛♥'
✭◆❡✉♠❛✐❡+✱ ✶✾✾✵✮✳
▲❡ ♣+♦❞✉✐' ❞❡ ❞❡✉① ✐♥'❡+✈❛❧❧❡/ [x] ∗ [y] ✵ ≤ y y ≤ ✵ ≤ y y ≤✵
✵ ≤ x [xy, xy] [xy, xy] [xy, xy]
x ≤ ✵ ≤ x [xy, xy] [min(xy, xy),max(xy, xy)] [xy, xy]
x ≤ ✵ [xy, xy] [xy, xy] [xy, xy]
❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❖♣2+❛'✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥ /✉+ ❞❡✉① ✐♥'❡+✈❛❧❧❡/
✷✳✷✳✶ #$♦♣$✐()(* ❞❡* ♦♣($❛)✐♦♥* ❛$✐)❤♠()✐1✉❡*
❙♦✐❡♥' [x]✱ [y]✱ [z] '+♦✐/ ✐♥'❡+✈❛❧❧❡/ ❜♦+♥2/ ✐♥❞2♣❡♥❞❛♥'/ ✿ ❧❡/ ♣+♦♣+✐2'2/ ❞❡/ ♦♣2+❛'✐♦♥/
/♦♥' ✿
✕ ❆**♦❝✐❛)✐✈✐)( ✿ [x] + ([y] + [z]) = ([x] + [y]) + [z] et [x] ∗ ([y] ∗ [z]) = ([x] ∗ [y]) ∗ [z]
✕ ❈♦♠♠✉)❛)✐✈✐)( ✿ [x] + [y] = [y] + [x] et [x] ∗ [y] = [y] ∗ [x]
✕ ❉✐*)$✐❜✉)✐✈✐)( ✿ ❡❧❧❡ ♥✬❡/' ♣❛/ +❡/♣❡❝'2❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉+ ❧❡/ ✈❛❧❡✉+/ +2❡❧❧❡/ ❝❛+ ♦♥ ♥❡
♣❡✉' ♦❜'❡♥✐+ ❣2♥2+❛❧❡♠❡♥' 5✉✬✉♥❡ ✐♥❝❧✉/✐♦♥ ✿
[x] ∗ ([y] + [z]) ⊆ [x] ∗ [y] + [x] ∗ [z] ♦✉ ([z] + [y]) ∗ [x] ⊆ [z] ∗ [x] + [y] ∗ [x]✳✭❧✬♦♣2+❛'✐♦♥
′+′ ♣❡✉' O'+❡ +❡♠♣❧❛❝2❡ ♣❛+ ′−′ ✮
✸✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❆♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡
▲❡$ ❡①❡♠♣❧❡$ $✉✐✈❛♥.$ ♣❡/♠❡..❡♥. ❞✬✐❧❧✉$./❡/ ❧❡$ ♦♣3/❛.✐♦♥$ 3❧3♠❡♥.❛✐/❡$ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛/
✐♥.❡/✈❛❧❧❡$ ✿
[1, 2] + [3, 4] = [4, 6] ✭✸✳✸✮
2/[1, 2] = [1, 2]
[2, 5]− [0, 2] = [0, 5]
[1, 2] ∗ [3, 4] = [3, 8]
[−1, 2] ∗ ([2, 3] + [−4, 5]) = [−1, 2][−2, 8] = [−8, 16]
[−1, 2] ∗ [2, 3] + [−1, 2] ∗ [−4, 5] = [−3, 6] + [−8, 10] = [−11, 16]
✷✳✷✳✷ ❋♦♥❝&✐♦♥( )❧)♠❡♥&❛✐.❡(
▲❡$ ❢♦♥❝.✐♦♥ /3❡❧❧❡$ ✭✈❛❧❡✉/$ ❛❜$♦❧✉❡✱ ❢♦♥❝.✐♦♥ ♣✉✐$$❛♥❝❡✱ /❛❝✐♥❡ ❝❛//3❡✱ ❡①♣♦♥❡♥.✐❡❧❧❡✱
❧♦❣❛/✐.❤♠❡✱ $✐♥✉$✱ ❛/❝.❛♥❣❡♥.❡✳✳✳✮ ♣❡✉✈❡♥. >./❡ 3.❡♥❞✉❡$ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛❞/❡ ❞❡$ ✐♥.❡/✈❛❧❧❡$ ✿
f [x] = {f(x) | x ∈ [x]} ✭✸✳✹✮
❈❡..❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ ✐♥.❡/✈❛❧❧❡ ❛ ❧❡$ ❜♦/♥❡$ ❝♦♠♠❡ $✉✐.
f [x] = [f(x), f(x)] ✭✸✳✺✮
$✐ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ f ❡$. ❝/♦✐$$❛♥.❡ ❡. ♠♦♥♦.♦♥❡✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ❡$. ❞3❝/♦✐$$❛♥.❡ ❡. ♠♦♥♦.♦♥❡✱ ❡❧❧❡ ❛ ❧❡$
❜♦/♥❡$ $✉✐✈❛♥.❡$ ✿
f [x] = [f(x), f(x)] ✭✸✳✻✮
▲✬❡①.❡♥$✐♦♥ ❞❡ C✉❡❧C✉❡$ ❢♦♥❝.✐♦♥$ /3❡❧❧❡$ $♦♥. ♣/3$❡♥.3❡ ❞❛♥$ ❧❡ .❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✸✮ $✉✐✈❛♥. ✿
❋♦♥❝.✐♦♥ /3❡❧❧❡ ❊①.❡♥$✐♦♥ ✐♥.❡/✈❛❧❧❡
exp(x) exp[x] ❂ [exp(x), exp(x)]
ln(x), x > 0 ln[x] ❂ [ln(x), ln(x)] [x] > 0√
x, x > 0 [x]1/2 ❂ [x1/2, x1/2] [x] > 0
❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ❊①.❡♥$✐♦♥ ✐♥.❡/✈❛❧❧❡ ❞❡ C✉❡❧C✉❡$ ❢♦♥❝.✐♦♥$ 3❧3♠❡♥.❛✐/❡$
✷✳✸ ◆♦%✐♦♥( ❞❡ +❛✈.(✱ (♦✉(✲♣❛✈❛❣❡( ❡% ♣❛✈❛❣❡(
✷✳✸✳✶ 1❛✈)(
▲❛ ♥♦.❛.✐♦♥ ❞✬✐♥.❡/✈❛❧❧❡ ♣❡✉. ❛✐$3♠❡♥. >./❡ 3.❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛$ ❞✬✉♥ ✈❡❝.❡✉/ ✭♦✉ $♦✉$ ❧❡
♥♦♠ ♣❛✈3✮ ① ❝♦♥$.✐.✉3 ❞❡ n ✈❛/✐❛❜❧❡$ /3❡❧❧❡$ xi ∈ R✱ i ∈ {1, 2, ..., n}✳ ▲❡ ✈❡❝.❡✉/ ✐♥.❡/✈❛❧❧❡
✭♦✉ ❧❡ ♣❛✈3✮ [① ] ❝♦♥.❡♥❛♥. ① $❡ ❞3✜♥✐. ❝♦♠♠❡ $✉✐. ✿
[① ] = [[x1], [x2], ..., [xn]]
T
✭✸✳✼✮
❖K ❝❤❛C✉❡ ✐♥.❡/✈❛❧❧❡ [xi] ❂ ❬xi✱ xi❪ ❡$. ❛$$♦❝✐3 N ✉♥❡ ✈❛/✐❛❜❧❡ /3❡❧❧❡ xi✳ ▲❡$ ❝❛/❛❝.3/✐$.✐C✉❡$
❞✬✉♥ ♣❛✈3 $♦♥. ❞3❝/✐.❡$ ❝♦♠♠❡ $✉✐. ✿
✸✼
✕ ▲❡ ❝❡♥'(❡ ✿ mid([① ]) = [mid([x1]),mid([x2), ...,mid([xn]]
T
✕ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉( ❞✉ ♣❛✈2 w([① ]) = max(w[xi])
❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♣❛✈2 ✿
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♣❛✈2 ❞❡ ❞✐♠❡♥:✐♦♥ ✷
✷✳✸✳✷ ❙♦✉&✲(❛✈❛❣❡& ❡- (❛✈❛❣❡&
❯♥ :♦✉:✲♣❛✈❛❣❡ ❡:' ❞2✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ♣❛✈2:✳ ❊♥ ♣❛('✐❝✉❧✐❡(✱ ✉♥ :♦✉:✲♣❛✈❛❣❡
(2❣✉❧✐❡( ❡:' ❝♦♥:'✐'✉2 ❞✬✉♥ ❡♥:❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛✈2: ❞✐:❥♦✐♥': ♦✉ ❞❡: ♣❛✈2: B✉✐ ♥❡ ♣❛('❛❣❡♥' B✉❡
❧❡✉(: ❢(♦♥'✐D(❡:✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ :♦✉:✲♣❛✈❛❣❡
❙✉( ❧❛ ✜❣✉(❡ ✭✸✳✷✮✱ ❧❡ :♦✉:✲♣❛✈❛❣❡ ❡:' ❢♦(♠2 ❞❡ '(♦✐: ♣❛✈2: B✉✐ :♦♥' ✿
❬✵✱✷❪✯❬✵✱✷❪✱❬✶✱✷❪✯❬✷✱✸❪✱❬✷✱✹❪✯❬✵✱✶❪✳ ❊' ❝❡ :♦✉:✲♣❛✈❛❣❡ ♣❡✉' M'(❡ ❝♦♥:✐❞2(2 ❝♦♠♠❡ ✐♥❝❧✉:
❞❛♥: ❧❡ ♣❛✈2 [① ] ❂ ❬✵✱✹❪✯❬✵✱✹❪✳
▲♦(:B✉✬✉♥ :♦✉:✲♣❛✈❛❣❡ P (❡❝♦✉✈(❡ '♦✉' ❧❡ ♣❛✈2 [① ]✱ P ❡:' ❛♣♣❡❧2 ♣❛✈❛❣❡ ❞❡ [① ]✳
✸✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❆♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡
❈❡$ ♥♦'✐♦♥$ $♦♥' ')*$ ✐♠♣♦)'❛♥'❡$ ❞❛♥$ ❧❛ $✉✐'❡ ❞❡ ♠♦♥ ♠1♠♦✐)❡ ♣❛)❝❡ 3✉✬❡❧❧❡$ ♠❡
♣❡)♠❡'')♦♥' ❞✬❡①♣❧✐3✉❡) ❡♥ ❞1'❛✐❧ ❧❡$ )1$✉❧'❛'$ ♦❜'❡♥✉$✱ ❛✐♥$✐ 3✉❡ ❧❡$ ❞✐✣❝✉❧'1$ )❡♥❝♦♥')1❡$✳
❆✈❛♥' ❞❡ ♣)1$❡♥'❡) ❧❡$ ♠1'❤♦❞❡$ ❞❡ )1$♦❧✉'✐♦♥ ♣❛) ✐♥'❡)✈❛❧❧❡ ♣)♦♣)❡♠❡♥' ❞✐'✱ ♥♦✉$
❛❧❧♦♥$ ❛❜♦)❞❡) 3✉❡❧3✉❡$ ♠1'❤♦❞❡$ ❞✬1✈❛❧✉❛'✐♦♥ ♣❛) ✐♥'❡)✈❛❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥✳
✸ ❋♦♥❝%✐♦♥' ❞✬✐♥❝❧✉'✐♦♥
✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥
❈❡''❡ ♣❛)'✐❡ ❛ ♣♦✉) ♦❜❥❡' ❞❡ ♣)1$❡♥'❡) ❧❡$ ❞✐✛1)❡♥'❡$ '❡❝❤♥✐3✉❡$ ❞✬1✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝✲
'✐♦♥$ ✈❡❝'♦)✐❡❧❧❡$ ❞♦♥' ❧❡$ ✈❛)✐❛❜❧❡$ $♦♥' ❞❡$ ✐♥'❡)✈❛❧❧❡$✳ ❊❧❧❡ ✈❛ ✐♥')♦❞✉✐)❡ ❧❡$ '❡❝❤♥✐3✉❡$
❞❡ ❜❛$❡ ❞✬1✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ♣❛) ✐♥'❡)✈❛❧❧❡$ ❡' ❞✐✛1)❡♥'❡$ ❢♦♥❝'✐♦♥$ ❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥✳
✸✳✷ ❋♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉0✐♦♥
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✽ ❙♦✐# f(①)✱ ① = [x1, x2, x3, ..., xn]
T
✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ Rn ❞❛♥, Rm✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝✲
#✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉,✐♦♥ ❞❡ f ❡,# ✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ✐♥#❡2✈❛❧❧❡ [f ] 4✉✐ ✈52✐✜❡ ❧❛ ♣2♦♣2✐5#5 ❞✬✐♥❝❧✉,✐♦♥
,✉✐✈❛♥#❡ ✿
∀[①] ∈ IR, f([①]) ⊆ [f ]([①]) ✭✸✳✽✮
♦9 f([①]) ❂ {f(①) | ① ∈ [①]} ❡,# ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ✐♠❛❣❡ ❞✉ ♣❛✈5 [①] ♣❛2 ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ 25❡❧❧❡ f ✳
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✾ ❯♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉,✐♦♥ ❡,# ❞✐#❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ♣♦✉2 f ✱ ♥♦#5❡ [f ]∗([①]) ,✐
[f ]∗([①]) ❡,# ❧❡ ♣❧✉, ♣❡#✐# ✈❡❝#❡✉2 ✐♥#❡2✈❛❧❧❡ 4✉✐ ❝♦♥#✐❡♥# f([①])✱ ❝❡ 4✉✐ ✐♠♣❧✐4✉❡ ✿
[f ]∗([①]) = [f([①])] ✭✸✳✾✮
❊♥ ❣1♥1)❛❧✱ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ ♥✬❡$' ♣❛$ ✉♥✐3✉❡ ❡' ❡❧❧❡ ❞1♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐*)❡ ❞♦♥' [f ]
❡$' 1❝)✐'❡✳ ❊♥ ❢❛✐'✱ ❧✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❣1♥1)❛❧ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②$❡ ♣❛) ✐♥'❡)✈❛❧❧❡$ ❡$' ❞❡ ')♦✉✈❡) ❞❡$ ❢♦♥❝'✐♦♥$
❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ ♣❡✉ ♣❡$$✐♠✐$'❡$ ❞❛♥$ ❧❡ $❡♥$ ♦G ❧✬1❝❛)' ❡♥')❡ w([f ]([①])) ❡' w([f ]∗([①])) ❡$' ❧❡
♣❧✉$ ♣❡'✐' ♣♦$$✐❜❧❡ ❝❡ 3✉✐ ♣❡)♠❡'')❛ ❞✬❛♣♣)♦❝❤❡) ❛✉ ♠✐❡✉① ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ✐♠❛❣❡✳
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✵ ✿ ❙❡❧♦♥ ✭▼♦♦2❡✱ ✶✾✻✻✮ ✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉,✐♦♥ [f ] ❡,# ❞✐#❡ ♠♦♥♦#♦♥❡ ❛✉
,❡♥, ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉,✐♦♥ ,✐ ✿
[①] ⊂ [②]⇒ [f ]([①]) ⊂ [f ]([②]) ✭✸✳✶✵✮
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✶ ✿ ❯♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉,✐♦♥ [f ] ❡,# ❞✐#❡ ❝♦♥✈❡2❣❡♥#❡ ,✐ ❧❛ ♣2♦♣2✐5#5 ,✉✐✈❛♥#❡
❡,# ✈52✐✜5❡ ✿
limw([①]) = 0⇒ limw([f ][①]) = 0 ✭✸✳✶✶✮
✸✾
✸✳✸ ❋♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉,✐♦♥ ♥❛&✉.❡❧❧❡
✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉-✐♦♥ ♥❛(✉/❡❧❧❡✱ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉-✐❡✉/- ✈❛/✐❛❜❧❡-✱ ❡-( ❞4✜♥✐❡ ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐7/❡ -✉✐✈❛♥(❡ ✿
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✷ ❙♦✐# f(①)✱ ① = [x1, x2, x3, ..., xn]
T
✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ Rn + ✈❛❧❡✉/0 ❞❛♥0 Rm✱
❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉0✐♦♥ ♠♦♥♦#♦♥❡ ❛✉ 0❡♥0 ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉0✐♦♥ ❞✐#❡ ♥❛#✉/❡❧❧❡ [fn] ❡0# ♦❜#❡♥✉❡ ❡♥
/❡♠♣❧❛5❛♥# #♦✉#❡0 ❧❡0 ✈❛/✐❛❜❧❡0 xi ♣❛/ ❧✬✐♥#❡/✈❛❧❧❡ [xi] ❝♦//❡0♣♦♥❞❛♥# ❡# ❝❤❛7✉❡ ♦♣8/❛#✐♦♥
❛/✐#❤♠8#✐7✉❡ ♦✉ 8❧8♠❡♥#❛✐/❡ ♣❛/ 0♦♥ 87✉✐✈❛❧❡♥# ✐♥#❡/✈❛❧❧❡✳
❙✐ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ♦♣4/❛(❡✉/- ❡( ❢♦♥❝(✐♦♥- 4❧4♠❡♥(❛✐/❡- :✉✐ ❝♦♠♣♦-❡♥( ❝❡((❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ -♦♥(
❝♦♥(✐♥✉-✱ ❛❧♦/- ❝❡((❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ [fn] ❡-( ❝♦♥✈❡/❣❡♥(❡✳ ❈❡((❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉-✐♦♥ ♥❛(✉/❡❧❧❡
[fn] ❡-( ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❧♦/-:✉❡ ❝❤❛:✉❡ ✈❛/✐❛❜❧❡ [xi] ❛♣♣❛/❛?( -❡✉❧❡♠❡♥( ✉♥❡ ❢♦✐-✳ ❊♥ ❣4♥4/❛❧✱ ❧❛
❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉-✐♦♥ ♥❛(✉/❡❧❧❡ [fn] ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛- ✉♥ /4-✉❧(❛( ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❈❡❧❛ ❡-( ❡①♣❧✐:✉4 B
(/❛✈❡/- ❧❡- ❡①❡♠♣❧❡- -✉✐✈❛♥(-✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❈♦♥-✐❞4/♦♥- ❧❡- (/♦✐- ♠❛♥✐7/❡- ❞✬4❝/✐/❡ ✉♥❡ ♠C♠❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ /4❡❧❧❡ ✿
f1(x) = (x− 1)2 ✭✸✳✶✷✮
f2(x) = (x− 1) ∗ (x− 1)
f3(x) = x
2 − 2 ∗ x+ 1
❊♥ ✜①❛♥( ❧❛ ✈❛/✐❛❜❧❡ ✐♥(❡/✈❛❧❧❡ [x] ❂ ❬✲✷✱✷❪✱ ♦♥ ♣❡✉( ❝❛❧❝✉❧❡/ ❧❡ /4-✉❧(❛( ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥
❞✬✐♥❝❧✉-✐♦♥ ♥❛(✉/❡❧❧❡ [fni ] ❝♦//❡-♣♦♥❞❛♥( B ❝❤❛:✉❡ ♠❛♥✐7/❡ ❞✬4❝/✐/❡ ❝♦♠♠❡ -✉✐( ✿
fn1✭❬✲✷✱✷❪✮ ❂ ✭❬✲✷✱✷❪✲✶)
2
❂ ❬✵✱✾❪
fn2✭❬✲✷✱✷❪✮ ❂ ✭❬✲✷✱✷❪✲✶✮✯✭❬✲✷✱✷❪✲✶✮ ❂ ❬✲✸✱✾❪
fn3✭❬✲✷✱✷❪✮ ❂ ✭❬✲✷✱✷❪)
2
✲✷✯✭❬✲✷✱✷❪✮ ✰ ✶ ❂ ❬✲✸✱✾❪
❖♥ ♣❡✉( ❝♦♥-(❛(❡/ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥( :✉❡ ♣♦✉/ ✉♥❡ ♠C♠❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ /4❡❧❧❡✱ ♠❛✐- ❛✈❡❝ (/♦✐-
4❝/✐(✉/❡- ❞✐✛4/❡♥(❡- ♣♦✉/ ❧❡- ❢♦♥❝(✐♦♥- ❞✬✐♥❝❧✉-✐♦♥ ♥❛(✉/❡❧❧❡ ❝♦//❡-♣♦♥❞❛♥(❡-✱ ♥♦✉-
♦❜(❡♥♦♥- ❞❡- /4-✉❧(❛(- (/7- ❞✐✛4/❡♥(-✳ ▲❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ fn1 :✉✐ ❢❛✐( ❛♣♣❛/❛?(/❡ ❧❛ ✈❛/✐❛❜❧❡ x
-❡✉❧❡♠❡♥( ✉♥❡ ❢♦✐- ❡-( ♦♣(✐♠❛❧❡ ♣❛/ /❛♣♣♦/( ❛✉① ❛✉(/❡- ❢♦♥❝(✐♦♥- fn2 ❡( fn3 ❡♥ ✉(✐❧✐-❛♥(
❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ✐♠❛❣❡ fn1([x]) ❡①❛❝(✳ ❈❡((❡ ❞✐✛4/❡♥❝❡ ❡-( ❞✉❡ ❛✉① ♣/♦❜❧7♠❡- ❞❡ ❞4♣❡♥❞❛♥❝❡
❡( ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥( -✉/ ❧❡-:✉❡❧- ♦♥ /❡✈✐❡♥❞/❛ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉- (❛/❞ ❀ ♥♦(♦♥- ❝❡♣❡♥❞❛♥( :✉❡
❞❛♥- (♦✉- ❧❡- ❝❛-✱ ❧❛ ♣/♦♣/✐4(4 ❞✬✐♥❝❧✉-✐♦♥ ❛--✉/❡ :✉❡ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ✐♠❛❣❡ /❡❝❤❡/❝❤4 ❡-( ❜✐❡♥
✐♥(4❣/❛❧❡♠❡♥( ❝♦♥(❡♥✉ ❞❛♥- ❧✬✐♥(❡/✈❛❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧4✳
✸✳✹ ❋♦♥❝&✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉,✐♦♥ ❝❡♥&.1❡
❙❡❧♦♥ ✭❍❛♥-❡♥ ❡( ●/❡❡♥❜❡/❣✱ ✶✾✽✸❀ ❑/❛✇❝③②❦ ❡( ◆❡✉♠❛✐❡/✱ ✶✾✽✺✮✱ ❝❡ (②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥
❞✬✐♥❝❧✉-✐♦♥ ♥♦✉- ♣❡/♠❡( ❞✬♦❜(❡♥✐/ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉/- /4-✉❧(❛(- ❛✉ -❡♥- ♠♦✐♥- ♣❡--✐♠✐-(❡-
❧♦/-:✉✬♦♥ /❡♥❝♦♥(/❡ ❞❡- ♣/♦❜❧7♠❡- ❞❡ ♠✉❧(✐✲♦❝❝✉/❡♥❝❡- ❞❡ ✈❛/✐❛❜❧❡- ❞❛♥- ❧❡- ❢♦♥❝(✐♦♥-
❞❛♥- ❝❡/(❛✐♥❡- -✐(✉❛(✐♦♥-✳
✹✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❆♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡
❙♦✐% ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ f : Rn → R ❞✐✛-.❡♥%✐❛❜❧❡ 1✉. ✉♥ ♣❛✈- [①]✳ ❙♦✐% ①ˆ ❂ mid([①❪✮ ❧❡ ❝❡♥%.❡
❞✉ ♣❛✈- ❬①❪✳ ❊♥ 1❡ ❜❛1❛♥% 1✉. ❧❡ %❤-♦.<♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉. ♠♦②❡♥♥❡ ✭◆❡✉♠❛✐❡.✱ ✶✾✾✵✮✱
∀① ∈ [① ], ∃ζ ∈ [① ]|f(① ) = f(①ˆ ) + J(ζ)(① − ①ˆ ) ✭✸✳✶✸✮
♦E J ❡1% ❧❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ f ✳ ❙✉♣♣♦1♦♥1 G✉✬✐❧ ❡①✐1%❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉1✐♦♥ [J ]
❞❡ J ✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ✿
∀① ∈ [①], f(①) ∈ f(①ˆ) + [J ]([①])([①]− ①ˆ) ✭✸✳✶✹✮
❡%
f([① ]) ⊆ f(①ˆ) + [J ]([①])([①]− ①ˆ) ✭✸✳✶✺✮
❈❡ G✉✐ ♥♦✉1 ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉1✐♦♥ ❝❡♥%.-❡ [fc] ❞❡ f ❞-✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ 1✉✐% ✿
f([①]) ⊆ [fc](①) = f(①ˆ ) + [J ]([① ])([① ]− ①ˆ ) ✭✸✳✶✻✮
❈❡%%❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ♥♦✉1 ❞♦♥♥❡ ✉♥ .-1✉❧%❛% ♣❧✉1 ♣.-❝✐1 ♣❛. .❛♣♣♦.% O ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉1✐♦♥
♥❛%✉.❡❧❧❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ♦E ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡1 ✐♥%❡.✈❛❧❧❡1 ❡1% ❛11❡③ ♣❡%✐%❡✳
✸✳✺ ❋♦♥❝'✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉-✐♦♥ ❞❡ ❚❛②❧♦2
▲❡ ❢❛✐% ❞✬✉%✐❧✐1❡. ❧❡ %❤-♦.<♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉. ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉1✐♦♥
❝❡♥%.-❡ ♣❡✉% ♥♦✉1 ❢❛✐.❡ ♣❡♥1❡. O ❧❛ 1-.✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦. ♣♦✉. ♠✐❡✉① ❛♣♣.♦❝❤❡. ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ f ❡♥
✉%✐❧✐1❛♥% ✉♥ ♦.❞.❡ ❞❡ ❞-.✐✈❛%✐♦♥ ♣❧✉1 -❧❡✈- ✭◆❡✉♠❛✐❡.✱ ✷✵✵✸✮✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉1 ♣❡.♠❡% ❞❡ ❞-✜♥✐.
❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉1✐♦♥ ❞❡ ❚❛②❧♦. [ft] ✈✐❛ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉1✐♦♥ ❞❡ ❚❛②❧♦.
❞✉ 1❡❝♦♥❞ ♦.❞.❡ ❝♦♠♠❡ 1✉✐% ✿
[ft]([① ]) = f(①ˆ ) + J([① ])([① ]− ①ˆ ) + 1/2([① ]− ①ˆ )t[❍]([① ])([① ]− ①ˆ ) ✭✸✳✶✼✮
❖E ❍ ❡1% ❧❛ ♠❛%.✐❝❡ ❤❡11✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ f ❡% [❍] ❡1% 1❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉1✐♦♥✳ ❈❤❛G✉❡
-❧-♠❡♥% [❍]ij ❡1% ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉1✐♦♥ ❞❡ ✿
hij =


δ2f/δx2i if j = i (i = 1, 2, ..., n)
2δ2f/δxixj ifj ≤ i (i = 1, 2, ..., n)
0 sinon
✭✸✳✶✽✮
W♦✉. ❧❡1 ✐♥%❡.✈❛❧❧❡1 O ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥1✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉1✐♦♥ ❞❡ ❚❛②❧♦. ♣❡✉% ♥♦✉1
❞♦♥♥❡. ✉♥ .-1✉❧%❛% ❛11❡③ 1❛%✐1❢❛✐1❛♥%✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥%❛♥% ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡1 ✐♥%❡.✈❛❧❧❡1
❞❛♥1 ❧❛ ♠❛%.✐❝❡ [❍]([① ])✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉% ♥♦✉1 ❝♦♥❞✉✐.❡ O ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞✉ ♣❡11✐♠✐1♠❡ ❞❛♥1
❧❡1 ❝❛❧❝✉❧1✳ ❈❡ ♣❡11✐♠✐1♠❡ ♣❡✉% Y%.❡ .-❞✉✐% ❡♥ .❡♠♣❧❛Z❛♥% [❍]([① ]) ♣❛. ✉♥❡ ❡①♣.❡11✐♦♥
♠✐①%❡ [❍](mid([① ]), [① ]) ❝♦♠♠❡ ❞❛♥1 ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉1✐♦♥ ❝❡♥%.-❡✳ W❛. ❝♦♥%.❡✱ 1✐ ♦♥
✈❡✉% ❛♣♣❧✐G✉❡. ❝❡%%❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉1✐♦♥ [ft] ❛✈❡❝ ✉♥ ♦.❞.❡ ❞❡ ❞-.✐✈❛%✐♦♥ n✱ ❝❡❧❛ ❡♥%.❛✐♥❡
✉♥❡ ❞-.✐✈❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ f O ♦.❞.❡ n ❝❡ G✉✐ ❡1% %.<1 ❧♦✉.❞ O ❢❛✐.❡✳ W♦✉. ❝♦♥❝❧✉.❡✱ ❝❡%%❡
❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉1✐♦♥ .❡1%❡ %♦✉❥♦✉.1 ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉. ❧❡1 ❢♦♥❝%✐♦♥1 ❞✬✐♥%❡.✈❛❧❧❡1 ❞❡ ♣❡%✐%❡
%❛✐❧❧❡✳
✹✶
✸✳✻ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❡♥-(❡ ❧❡* ❢♦♥❝-✐♦♥* ❞✬✐♥❝❧✉*✐♦♥
❙❡❧♦♥ ❧❡' ❝)✐+,)❡' ♣)♦♣♦'.' ♣❛) ✭▼♦♦)❡ ❡+ ❇✐❡)❜❛✉♠✱ ✶✾✼✾✮✱ ❧❡' ❢♦♥❝+✐♦♥' ❞✬✐♥❝❧✉'✐♦♥
♥❛+✉)❡❧❧❡✱ ❝❡♥+).❡ ❡+ ❞❡ ❚❛②❧♦) ♣❡✉✈❡♥+ @+)❡ ❝♦♠♣❛).❡' ♣❛) ❧❡✉) ♦)❞)❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ B✉✐
❡'+ ❧❡ ♣❧✉' ❣)❛♥❞ ❡♥+✐❡) α +❡❧ B✉❡ ✿
∃β|w([f ]([① ]))− w([f([① ])]) ≤ βw([① ])α ✭✸✳✶✾✮
▲♦)'B✉❡ w([① ]) +❡♥❞ ✈❡)' ✵✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉'✐♦♥ ❡'+ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❧♦)'B✉❡ '♦♥ ♦)❞)❡ ❞❡
❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ ❡'+ ✐♥✜♥✐✳ ▲❡ +❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✻✮ ).❝❛♣✐+✉❧❛+✐❢ ❝✐✲❞❡''♦✉' ♥♦✉' ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡
'✉) ❧❛ ❝♦♠♣❛)❛✐'♦♥ ❞❡ ❧✬♦)❞)❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ ❞❡' ❢♦♥❝+✐♦♥' ❞✬✐♥❝❧✉'✐♦♥✱ ❛✐♥'✐ B✉❡ ❧❡✉)
♣❡''✐♠✐'+❡ ❣.♥.). ❛✈❡❝ ❧❡' ❞✐✛.)❡♥+❡' +❛✐❧❧❡' ❞❡ ♣)♦❜❧,♠❡' +)❛✐+.'✳
[fn] [fc] [ft]
▲✬♦)❞)❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ α ♠✐♥✐♠❛❧ α ≥ 1 α ≥ 2 α ≥ 2
▲❛ +❛✐❧❧❡ [① ] ❡'+ ❢❛✐❜❧❡ ▲❡ ♣❡''✐♠✐'♠❡
❡'+ ❣)❛♥❞ ♣❛)
)❛♣♣♦)+ ❛✉① [fc]
❡+ [ft]
▲❡ ♣❡''✐♠✐'♠❡
❡'+ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛)
)❛♣♣♦)+ M [fn]
▲❛ ♣❡''✐♠✐'+❡ ❡'+
❢❛✐❜❧❡ ♣❛) )❛♣✲
♣♦)+ M [fn]
▲❛ +❛✐❧❧❡ [① ] ❡'+ ❣)❛♥❞❡ ▲❡ ♣❡''✐♠✐'♠❡
❡'+ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛)
)❛♣♣♦)+ ❛✉① [fc]
❡+ [ft]
▲❡ ♣❡''✐♠✐'♠❡
❡'+ ❣)❛♥❞ ♣❛)
)❛♣♣♦)+ M [fn]
▲❡ ♣❡''✐♠✐'♠❡
❡'+ ❣)❛♥❞ ♣❛)
)❛♣♣♦)+ M [fn]
❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛)❛✐'♦♥ ❡♥+)❡ ❧❡' ❢♦♥❝+✐♦♥' ❞✬✐♥❝❧✉'✐♦♥
P♦✉) ♠✐❡✉① ❝♦♠♣❛)❡) ❝❡' ❢♦♥❝+✐♦♥' ❞✬✐♥❝❧✉'✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥'✐❞,)❡ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ f '✉✐✈❛♥+❡ ✿
f(x) = x2 + sin(x) ✭✸✳✷✵✮
❊+ ❧❡' ❞❡✉① ✐♥+❡)✈❛❧❧❡' B✉❡ ❧❛ ✈❛)✐❛❜❧❡ x ♣❡✉+ ♣)❡♥❞)❡ ✿ [x1] ❂ [2π/3, 4π/3] ❡+ [x2] ❂
[99π/100, 101π/100]✳ ❖♥ ✈❛ ❢❛✐)❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛)❛✐'♦♥ ❡♥+)❡ ❧❡' +)♦✐' ❢♦♥❝+✐♦♥' ❞✬✐♥❝❧✉'✐♦♥ ✿
♥❛+✉)❡❧❧❡ [fn]✱ ❝❡♥+).❡ [fc] ❡+ ❞❡ ❚❛②❧♦) [ft] ❡♥ '❡ ❜❛'❛♥+ '✉) ❧✬❡))❡✉) ❡♥+)❡ ❝❡' ❢♦♥❝+✐♦♥'
❞✬✐♥❝❧✉'✐♦♥ ♣❛) )❛♣♣♦)+ M ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉'✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ [f ]∗✳
▲❡' +)♦✐' ❢♦♥❝+✐♦♥' ❞✬✐♥❝❧✉'✐♦♥ '♦♥+ ✿
[fn]([x]) = [x]
2 + sin([x]) ✭✸✳✷✶✮
[fc]([x]) = f(π) + ([x]− π)[f ′ ]([x]) ✭✸✳✷✷✮
[ft]([x]) = f(π) + ([x]− π)[f ′ ]([x]) + ([x]− π)2/2[f ′′ ]([x]) ✭✸✳✷✸✮
❖U f
′
(x) ❂ ✷x ✰ cos(x)✱ f
′′
(x) = 2−sin(x) ❡+ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉'✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ [f ]∗([x])
❡'+ ❞♦♥♥.❡ ❝♦♠♠❡ '✉✐+❡ ✿
[f ]∗([x]) = [x2 + sin(x), x2 + sin(x)] ✭✸✳✷✹✮
✹✷ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❆♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡
▲❡$ %&$✉❧)❛)$ ♦❜)❡♥✉$ ♣♦✉% ❝❤❛1✉❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ ❡) ❧❛ ❝♦♠♣❛%❛✐$♦♥ ❡♥)%❡ ❝❡$
❢♦♥❝)✐♦♥$ ❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ $♦♥) ♣%&$❡♥)&$ ❞❛♥$ ❧❡ )❛❜❧❡❛✉ %&❝❛♣✐)✉❧❛)✐❢ ❝♦♠♠❡ $✉✐) ✿
❬x1❪ ❂ ❬✷π✴✸✱✹π✴✸❪ ❬x2❪ ❂ ❬✾✾π✴✶✵✵✱✶✵✶π✴✶✵✵❪
❬f ❪ ❬f ❪✭❬x1❪✮ ∆❬f ❪✭❬x1❪✮ ❬f ❪✭❬x2❪✮ ∆❬f ❪✭❬x2❪✮
❬fn❪ ❬✸✱✺✷✱✶✽✱✹✶❪ ✸✱✹✻ ❬✾✱✻✹✱✶✵✱✵✾❪ ✵✱✶✷
❬fc❪ ❬✶✱✻✷✱✶✽✱✶✶❪ ✺✱✵✼ ❬✾✱✼✵✱✶✵✱✵✸❪ ✵
❬ft❪ ❬✹✱✸✸✱✶✻✱✾✼❪ ✶✱✷ ❬✾✱✼✵✱✶✵✱✵✸❪ ✵
❬f ❪∗ ❬✺✱✷✺✱✶✻✱✻✼❪ ✵ ❬✾✱✼✵✱✶✵✱✵✸❪ ✵
❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛%❛✐$♦♥ ❧❡ ♣❡$$✐♠✐$♠❡ ❡♥)%❡ ❧❡$ ❢♦♥❝)✐♦♥$ ❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥
❈❡ )❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✺✮ ♥♦✉$ ♠♦♥)%❡ 1✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉) ♣❛$ ❝♦♥❝❧✉%❡ 1✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥
$♦✐) ♠❡✐❧❧❡✉%❡ 1✉❡ ❞✬❛✉)%❡$ ❞❛♥$ )♦✉)❡$ ❧❡$ $✐)✉❛)✐♦♥$✳ ❊✛❡❝)✐✈❡♠❡♥)✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣%♦♣%✐&)&
❞❡ ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ❞❡ ✭▼♦♦%❡ ❡) ❇✐❡%❜❛✉♠✱ ✶✾✼✾✮ ❡$) ❛$②♠♣)♦)✐1✉❡✱ ✐❧ ❡$) ♣❧✉$ ♣%&❢&%❛❜❧❡
❞✬✉)✐❧✐$❡% ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ ♥❛)✉%❡❧❧❡ ♣♦✉% ❧❡$ ✐♥)❡%✈❛❧❧❡$ ❞❡ ❣%❛♥❞❡ )❛✐❧❧❡✳ ▲❡$ ❢♦♥❝)✐♦♥
❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ ❝❡♥)%&❡ ❡) ❚❛②❧♦% $♦♥) ♣❧✉$ ❛♣♣%♦♣%✐&❡$ ♣♦✉% ❧❡$ ✐♥)❡%✈❛❧❧❡$ R )❛✐❧❧❡ ❢❛✐❜❧❡✳
❊♥ ❣&♥&%❛❧✱ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ [f ]∗ ❡$) ❢❛❝✐❧❡♠❡♥) ♦❜)❡♥✉❡ ❧♦%$1✉❡ ❝❤❛1✉❡
✈❛%✐❛❜❧❡ xi ♥✬❛♣♣❛%❛S)%❡ 1✉✬✉♥❡ $❡✉❧❡ ❢♦✐$ ❞❛♥$ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ f ✳ ❖% ❝❡ ♥✬❡$) ♣❛$ )♦✉❥♦✉%$ ❧❡ ❝❛$
❡) ❝❡❧❛ ❡♥)%❛✐♥❡ ✉♥❡ ❡%%❡✉% ❡♥)%❡ w([f ]([x])) ❡) w([f ]∗([x]))✱ ❛♣♣❡❧& ❧❡ ♣❡$$✐♠✐$♠❡✱ 1✉✐ ❡$)
♣❛%❢♦✐$ ♥♦♥ ♥&❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡) ♥&❝❡$$✐)❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ❛♣♣%♦♣%✐& ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ ❝❤♦✐$✐❡✳
✸✳✼ ▲❡ ♣❡&&✐♠✐&♠❡ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛/ ✐♥0❡/✈❛❧❧❡&
❈♦♠♠❡ ♣%&$❡♥)& ❞❛♥$ ❧❛ $♦✉$✲$❡❝)✐♦♥ ✭✷✳✷✳✶✮ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐)%❡✱ ❧❡ %&$✉❧)❛) ❞✬✉♥❡ $✉✐)❡
❞✬♦♣&%❛)✐♦♥$ ❡♥)%❡ ❞❡✉① ♦✉ ♣❧✉$✐❡✉%$ ✐♥)❡%✈❛❧❧❡$ ♥✬❡$) ❣&♥&%❛❧❡♠❡♥) ♣❛$ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❊) ♦♥
♣❡✉) ❞✐$)✐♥❣✉❡% ❞❡✉① ❛$♣❡❝)$ ❞❡ ❝❡ ♣%♦❜❧X♠❡ ✿ ❧❡ ♣%♦❜❧X♠❡ ❞❡ ❞&♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡) ❧❡ ♣❤&♥♦♠X♥❡
❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥)✳
✸✳✼✳✶ $%♦❜❧)♠❡ ❞❡ ❞-♣❡♥❞❛♥❝❡
▲❡ ♣%♦❜❧X♠❡ ❞❡ ❞&♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❤&%❡♥) ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛% ✐♥)❡%✈❛❧❧❡$✱ ❧♦%$1✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥
❝♦♥)✐❡♥) ♣❧✉$✐❡✉%$ ♦❝❝✉%%❡♥❝❡$ ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡$ ❜♦%♥&❡$✱ ❡$) ❧✐& ❊♥ ❢❛✐) ❞❡ )%❛✈❛✐❧❧❡% $✉% ❞❡$
❡♥$❡♠❜❧❡$ ❡) ♥♦♥ $✉% ❧❡$ ✈❛%✐❛❜❧❡$ ❡❧❧❡$✲♠Y♠❡$✳ ❈♦♥$✐❞&%♦♥$ ✉♥❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ xi ❛✈❡❝ $♦♥
$✉♣♣♦%) ✐♥)❡%✈❛❧❧❡ [xi] ❂ [x, x]✱ ❡) ✉♥❡ ♦♣&%❛)✐♦♥ o ∈ {+,−, ∗, /}✳ Z%❡♥♦♥$ ❧❡ ❝❛$ ♦[ ❧❛
✈❛%✐❛❜❧❡ xi ✐♥)❡%✈✐❡♥) ❞❡✉① ❢♦✐$ ❞❛♥$ ✉♥❡ ♠Y♠❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ $♦✉$ ❧❛ ❢♦%♠❡ ✿ [xi] o [xi]✳ ▲❡
%&$✉❧)❛) 1✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜)✐❡♥) $❡%❛ ❞♦♥❝ ✿
[xi] o [xi] = {xi o xj|xi ∈ [xi], xj ∈ [xi]} au lieu de {xioxi|xi ∈ [xi]} ✭✸✳✷✺✮
❊✛❡❝)✐✈❡♠❡♥)✱ ❜✐❡♥ 1✉❡ ❧✬♦♥ )%❛✐)❡ ❧❡ ♠Y♠❡ $✉♣♣♦%) ✐♥)❡%✈❛❧❧❡ ♣♦✉% ❧❡$ ❞❡✉① ♦❝❝✉%✲
%❡♥❝❡$ ❞✬✉♥❡ ♠Y♠❡ ✈❛%✐❛❜❧❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ ✉)✐❧✐$&❡ ✭1✉❡❧1✉❡ $♦✐) ❝❡❧❧❡ ❝❤♦✐$✐❡✮ ❧❡$
✹✸
❝♦♥%✐❞()❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① ✈❛)✐❛❜❧❡% ✐♥❞2♣❡♥❞❛♥4❡%✳ ❈❡ ♣)♦❜❧(♠❡ ❣2♥()❡ ❞✉ ♣❡%%✐♠✐%♠❡ %✉)
❧❡% )2%✉❧4❛4% ♦❜4❡♥✉% ❞❛♥% ❧❡ %❡♥% ♦8 ❧✬2✈❛❧✉❛4✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝4✐♦♥ ✐♥4❡)✈❛❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐4 ; ✉♥❡
%✉)❡%4✐♠❛4✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ✐♠❛❣❡ )❡❝❤❡)❝❤2 ✭▼♦♦)❡ ❡4 ❇✐❡)❜❛✉♠✱ ✶✾✼✾❀ ◆❡✉♠❛✐❡)✱ ✶✾✾✵❀
❍❛♥%❡♥ ❡4 ❲❛❧4❡)✱ ✷✵✵✹✮✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❘❡♣)❡♥♦♥% ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✭✸✳✶✷✮ ❛✈❡❝ [x] ❂ ❬✲✺✱✺❪ ❡4 ❧❡% ❞✐✛2)❡♥❝❡% ❢❛S♦♥% ❞❡
❧✬2❝)✐)❡ ❝♦♠♠❡ %✉✐4 ✿
f1(x) = (x− 1)2 ✭✸✳✷✻✮
f2(x) = (x− 1) ∗ (x− 1) ✭✸✳✷✼✮
f3(x) = x
2 − 2 ∗ x+ 1 ✭✸✳✷✽✮
❊♥ ❛♣♣❧✐W✉❛♥4 ❧❛ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉%✐♦♥ ♥❛4✉)❡❧❧❡ [fn]([x])✱ ♦♥ ♦❜4✐❡♥4 ❧❡% )2%✉❧4❛4%
%✉✐✈❛♥4% ✿
[fn1 ]([x]) = [0, 36] ✭✸✳✷✾✮
[fn2 ]([x]) = [−24, 36]) ✭✸✳✸✵✮
[fn3 ]([x]) = [−9, 36] ✭✸✳✸✶✮
X♦✉) ❝❡% ❢♦♥❝4✐♦♥% ❞✬✐♥❝❧✉%✐♦♥%✱ [fn1 ]([x]) ❡%4 ❧❛ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉%✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ [f ]
∗([x])
♣❛)❝❡ W✉✬❡❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞)❡ ❧❡ ♣❧✉% ♣❡4✐4 ✐♥4❡)✈❛❧❧❡✱ ♣❛) )❛♣♣♦)4 ❛✉① ❞❡✉① ❛✉4)❡% )2%✉❧4❛4%✱
W✉✐ ❝♦♥4✐❡♥4 f([x])✳ ◗✉❛♥4 ❛✉① ❞❡✉① ❢♦♥❝4✐♦♥% [fn2 ]([x]) ❡4 [fn3 ]([x])✱ ❡❧❧❡% %♦♥4 4)(%
♣❡%%✐♠✐%4❡%✱ ♥♦4❛♠♠❡♥4 ❧❛ ❢♦♥❝4✐♦♥ [fn2 ]([x]) ✳
❈❡ ♣)♦❜❧(♠❡ ❞❡ ❞2♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡%4 ❛❜%❡♥4 ♣♦✉) ❧❡% ❢♦♥❝4✐♦♥% W✉✐ ❝♦♥4✐❡♥♥❡♥4 %❡✉❧❡♠❡♥4
❞❡% ✈❛)✐❛❜❧❡% ♠♦♥♦✲♦❝❝✉))❡♥❝❡ ♦✉ ❡♥❝♦)❡ ❧♦)%W✉✬✐❧ ❡%4 ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ )2❞✉✐)❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡
❞✬♦❝❝✉))❡♥❝❡ ❞❡% ✈❛)✐❛❜❧❡% ❞❛♥% ❧❛ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬2✈✐4❡) ❧❡ ♣)♦❜❧(♠❡ ❞❡ ❞2♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥
❡%%❛②❛♥4 ❞❡ )❡❣)♦✉♣❡) ❧❡% ♠\♠❡% ✈❛)✐❛❜❧❡% ❡♥%❡♠❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉) ❧❛ ♣)❡♠✐()❡ 2❝)✐4✉)❡
f1(x)✳
▲❛ ✜❣✉)❡ ✭✸✳✸✮ %✉✐✈❛♥4❡ ♣❡)♠❡4 ❞✬✐❧❧✉%4)❡) ❝❡ ♣)♦❜❧(♠❡ ❞❡ ❞2♣❡♥❞❛♥❝❡ %✉) ❧✬❡①❡♠♣❧❡
♣)♦♣♦%2 ✿
✸✳✼✳✷ *❤,♥♦♠/♥❡ ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥3
❙♦✐4 [f ]([① ]) : IRn → IRm ✉♥❡ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞✬✐♥4❡)✈❛❧❧❡✳ ◗✉❡❧W✉❡ %♦✐4 ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ✐♠❛❣❡
♣)♦❞✉✐4 ♣❛) f(① )✱ ♦♥ ♣❡✉4 4)♦✉✈❡) 4♦✉❥♦✉)% ✉♥❡ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉%✐♦♥ [f ] W✉✐ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝❡44❡ ✐♠❛❣❡✲❧;✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥4✱ ❞` ❛✉① ♣)♦❜❧(♠❡% ❞❡ ♣❡%%✐♠✐%♠❡✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉) ♣❛✈2 W✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉4 ❣2♥2)❡) ❡%4 ❧❛ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉%✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ [f ]∗ W✉✐ ❡%4 ❧❡ ♣❧✉% ♣❡4✐4 ♣❛✈2 ❝♦♥4❡♥❛♥4
4♦✉% ❧❡% 2❧2♠❡♥4% ❞❡ f(① )✳ ❖) ❝❡ ♣❡4✐4 ♣❛✈2 ♦❜4❡♥✉ ♣❛) [f ]∗ ♥❡ ♣❡✉4 ♣❛% 4♦✉❥♦✉)% \4)❡ ❜✐❡♥
❛❥✉%42 ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ f(① ) ❧♦)%W✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡%4 ♣❛% ✉♥ ♣❛✈2✳ ❈❡ ♣❤2♥♦♠(♥❡ ❡%4 ♣)2%❡♥42 ;
✹✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❆♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡
❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ $%♦❜❧)♠❡ ❞❡ ❞-♣❡♥❞❛♥❝❡
❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ ✕ $❤-♥♦♠)♥❡ ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥5
5%❛✈❡%6 ❧❛ ✜❣✉%❡ ✭✸✳✹✮ ✿
❖♥ ♣❡✉5 ❝♦♥65❛5❡% >✉❡ ❧❛ ❜♦✐5❡ ♦%❛♥❣❡ ♥❡ ❢❛✐5 ♣❛6 ♣❛%5✐❡ ❞✉ %-6✉❧5❛5 f(① )✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥5✱
❝♦♠♠❡ ♦♥ ♥❡ 6❛✐5 5%❛✈❛✐❧❧❡% >✉✬❛✈❡❝ ❞❡6 ❜♦✐5❡6✱ ❧❛ ❜♦✐5❡ ♦%❛♥❣❡ ❛♣♣❛%5✐❡♥5 ❛✉ %-6✉❧5❛5 ❛✈❡❝
❝❡ ♣❤-♥♦♠)♥❡ ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥5✳
✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
❉❛♥6 ❝❡55❡ ♣❛%5✐❡✱ >✉❡❧>✉❡6 ♥♦5✐♦♥6 ❡5 ❢♦♥❝5✐♦♥6 ❞✬✐♥❝❧✉6✐♦♥6 6♦♥5 ♣%-6❡♥5-❡6 ❛✈❡❝
>✉❡❧>✉❡6 ❡①❡♠♣❧❡6 ✐❧❧✉65%❛5✐❢6✳ ■❧ ② ❛ ❞❡6 ❢♦♥❝5✐♦♥6 ❞✬✐♥❝❧✉6✐♦♥ >✉✐ ♣❡%♠❡55❡♥5 ❞✬♦♣5✐♠✐6❡%
♠✐❡✉① >✉❡ ❞✬❛✉5%❡6 ❡♥ 5❡%♠❡ ❞❡ %-6✉❧5❛56 ♦❜5❡♥✉6 ❞❛♥6 ❝❡%5❛✐♥6 ❝❛6 ♠❛✐6 ♣❛6 5♦✉6✳
❊♥ ❣-♥-%❛❧✱ ♣❧✉6 ❧❛ >✉❛❧✐5- ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉6✐♦♥ ❡65 ❜♦♥♥❡✱ ♣❧✉6 ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐5-
❛❧❣♦%✐5❤♠✐>✉❡ ❞❡ ❝❡55❡ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❡65 ❣%❛♥❞❡✳
✹✺
❈❡$$❡ %❡❝$✐♦♥ ♥♦✉% ♠♦♥$,❡ -❣❛❧❡♠❡♥$ ❧❡% ♣,♦❜❧3♠❡% ❞❡ ❞-♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡$ ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$
7✉✐ ❝❛✉%❡♥$ ❧❡ ♣❡%%✐♠✐%♠❡ ❞❛♥% ❧❡% ❢♦♥❝$✐♦♥% ❞✬✐♥❝❧✉%✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ❢❛✐,❡ ❢❛❝❡ ❛✉ ♣❡%%✐♠✐%♠❡✱
❧❡% ♠-$❤♦❞❡% ❞✬✐♥✈❡,%✐♦♥ ❡♥%❡♠❜❧✐%$❡ %♦♥$ ✉♥❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ♣♦%%✐❜❧❡✳
✹ ▼"#❤♦❞❡ ❞✬✐♥✈❡,-✐♦♥ ❡♥-❡♠❜❧✐-#❡
✹✳✶ #$✐♥❝✐♣❡
❈♦♥%✐❞-,♦♥% ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ,-❡❧❧❡ %✉✐✈❛♥$❡ ✿
② = f(① ) ✭✸✳✸✷✮
♦C ❧✬✐♠❛❣❡ ② ♣❛, f ❡%$ ❝♦♥$,❛✐♥$❡ ❞✬❛♣♣❛,$❡♥✐, D ✉♥ ♣❛✈- ❞♦♥♥-❡ ❬② ❪ ❡$ ❧❡ ✈❡❝$❡✉, ① ❂
[x1, x2, ..., xn]
T
,❡♣,-%❡♥$❡ ❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡% ,❡❝❤❡,❝❤-❡%✳ ▲❛ ♠-$❤♦❞❡ ❞✬✐♥✈❡,%✐♦♥ ❡♥%❡♠❜❧✐%$❡
❝♦♥%✐%$❡ D ,-%♦✉❞,❡ ❝❡ ♣,♦❜❧3♠❡ ❞✬✐♥✈❡,%✐♦♥ ❡$ D $,♦✉✈❡, $♦✉$❡% ❧❡% %♦❧✉$✐♦♥% ❙ $❡❧❧❡% 7✉❡ ✿
❙ = {① ∈ [① ]|f(① ) ∈ [② ]} ✭✸✳✸✸✮
◗✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉$ ,--❝,✐,❡ %♦✉% ❧❛ ❢♦,♠❡ ✿
❙ = f−1([② ]) ∩ [① ] ✭✸✳✸✹✮
❖C [② ] ❡%$ ❝♦♥♥✉ D ♣,✐♦,✐ ❡$ ❬① ❪ ❡%$ ❧❡ ♣❛✈- ❞❡% ✈❛,✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡% ✭❛♣♣❡❧- ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡
,❡❝❤❡,❝❤❡✮✳
●-♥-,❛❧❡♠❡♥$✱ ❧❡% ♠-$❤♦❞❡% ❞✬✐♥✈❡,%✐♦♥ ❡♥%❡♠❜❧✐%$❡ %❡ ❜❛%❡♥$ %✉, ❧✬-❧✐♠✐♥❛$✐♦♥ ♦✉✴❡$
❧❛ ,-❞✉❝$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ❞❡% ✈❛,✐❛❜❧❡% ❛✜♥ ❞❡ $,♦✉✈❡, ✉♥ %♦✉%✲♣❛✈❛❣❡% ✐♥❝❧✉%
❞❛♥% [① ] ❡$ 7✉✐ ❞♦♥♥❡♥$ ❞❡% ✐♠❛❣❡% ✐♥❝❧✉% ❞❛♥% [② ]✳
✹✳✷ ▼,-❤♦❞❡ ❞❡ ❜✐22❡❝-✐♦♥
▲❡% ♠-$❤♦❞❡% 7✉✐ %❡ ❜❛%❡♥$ %✉, ❧❛ ❜✐%%❡❝$✐♦♥ ❡$ ❧✬-❧✐♠✐♥❛$✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✿ ❙■❱■❆ ✭❏❛✉❧✐♥
❡$ ❲❛❧$❡,✱ ✶✾✾✸❛✱❜✮ ,❡♣♦%❡ %✉, ✉♥ ❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ,-❝✉,%✐❢ 7✉✐ ♣❡,♠❡$ ❞✬❡①♣❧♦,❡, $♦✉$ ❧✬❡%♣❛❝❡
❞❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡ [① ]✳ ■❧ ❝♦♥%✐%$❡ D ❡✛❡❝$✉❡, ,❡%♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ❧✬♦♣-,❛$✐♦♥ ❞❡ ❜✐%%❡❝$✐♦♥ ❡$ ❧❡ $❡%$
❞✬✐♥❝❧✉%✐♦♥✳ ❆ ❝❤❛7✉❡ ✐$-,❛$✐♦♥✱ ❧❛ ❜✐%%❡❝$✐♦♥ ♣❡,♠❡$ ❞❡ ❝♦✉♣❡, ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡ [① ]
❡♥ ♣❛✈❛❣❡ ❞❡ ❬① ❪✳ ❊♥%✉✐$❡✱ ❧❡ $❡%$ ❞✬✐♥❝❧✉%✐♦♥ ♣❡,♠❡$ ❞❡ ✈-,✐✜❡, %✐ ❧❡% ✐♠❛❣❡% ❞❡% ♣❛✈-%
♣,♦❞✉✐$% ♣❛, ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉%✐♦♥ [f ]✭❬①i❪✮ %♦♥$ ✐♥❝❧✉%❡% ♦✉ ♥♦♥ ❞❛♥% [② ]✳
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✸ ❯♥ "❡$" ❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ $❡," - ✈/,✐✜❡, $✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ "♦✉$ ❧❡$ ♣♦✐♥"$ ❞✬✉♥ ♣❛✈/
[①i] ❡$" - ❧✬✐♥"/,✐❡✉, ❞❡ [②]✱ - ❧✬❡①"/,✐❡✉, ❞❡ [②] ♦✉ ❧❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡✳
❊♥%✉✐$❡✱ %❡✉❧% ❧❡% ♣❛✈-% ❬①i❪ 7✉✐ ✈-,✐✜❡♥$ ❧❡ $❡%$ ❞✬✐♥❝❧✉%✐♦♥ %♦♥$ ,❡$❡♥✉% ♣♦✉, ❧✬✐$-,❛$✐♦♥
%✉✐✈❛♥$❡✳ ❊$ ♣♦✉, ❝❤❛7✉❡ ❬①i❪ ,❡$❡♥✉✱ ✐❧ %❡,❛ ❝♦✉♣-✱ $❡%$- ❡$ ❛✐♥%✐ ❞❡ %✉✐$❡ ❥✉%7✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥$
✹✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❆♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡
❋✐❣✉$❡ ✸✳✺ ✕ &'✐♥❝✐♣❡ ❞✉ /❡0/ ❞✬2❧✐♠✐♥❛/✐♦♥
♦7 ❧❛ ♠2/❤♦❞❡ ❛//❡✐♥/ ❧❛ ❝♦♥❞✐/✐♦♥ ❞✬❛''9/ :✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❡①♣❧✐:✉❡' ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉0 /❛'❞✳ ▲❡
♣'✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠2/❤♦❞❡ ❡0/ ♣'20❡♥/2 0✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ 0✉✐✈❛♥/❡ ✭✸✳✺✮ ✿
❆ /'❛✈❡'0 ❝❡//❡ ✜❣✉'❡✱ ♦♥ ♣❡✉/ ❝♦♥0/❛/❡' :✉❡ ♣♦✉' ❧✬✐♠❛❣❡ ❝❛❧❝✉❧2❡ ♣❛' ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥
❞✬✐♥❝❧✉0✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❤❛:✉❡ ♣❛✈2 ❬①i❪✱ ✐❧ ② ❛ /'♦✐0 ♣♦00✐❜✐❧✐/20 ✿
✶✳ [f ]([①i])∩❬② ❪= [f ]([①i]) ❡0/ ❧❡ ❝❛0 ♦7 ❧✬✐♠❛❣❡ ❝❛❧❝✉❧2❡ [f ](❬①i]) ❡0/ ❝♦♠♣❧K/❡♠❡♥/ L
❧✬✐♥/2'✐❡✉' ❞❡ [② ] ✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉' ❬①2❪✮✱ ❝❡❧❛ 0✐❣♥✐✜❡ :✉❡ /♦✉0 ❧❡0 2❧2♠❡♥/0 ❞❛♥0 ❝❡ ♣❛✈2
[①i] 0♦♥/ ❢♦'❝❡♠❡♥/ 0♦❧✉/✐♦♥0✳ ◆♦/♦♥0 ❙int ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❝❡0 ♣❛✈20 ❬①i❪✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ♣❛✈2
❞❡ ❝❡ /②♣❡ ❡0/ /'♦✉✈2✱ ♦♥ ♣❡✉/ ❧❡ ❢❛✐'❡ ♣❛00❡' ❞✐'❡❝/❡♠❡♥/ ❞❛♥0 ❙int :✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
2❣❛❧❡♠❡♥/ ❧❡0 ❜♦✐/❡0 ❞✬❛♣♣'♦①✐♠❛/✐♦♥ ✐♥/2'✐❡✉'❡✳
✷✳ [f ]([①i])∩❬② ❪= {∅} ❡0/ ❧❡ ❝❛0 ♦7 ❧✬✐♠❛❣❡ ❝❛❧❝✉❧2❡ [f ](❬①i]) ❡0/ ❝♦♠♣❧K/❡♠❡♥/ L ❧✬❡①/2✲
'✐❡✉'❡ ❞❡ ❬② ❪ ✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉' ❬①1❪✮✳ ◆♦/♦♥0 ❙eli ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❝❡0 ♣❛✈20✱ ❝❡❧❛ 0✐❣♥✐✜❡ :✉✬✐❧
♥✬② ❛ ♣❛0 ❞✉ /♦✉/ ❞❡ 0♦❧✉/✐♦♥0 ❞❛♥0 ❝❡ ❬①i❪✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ♣❛✈2 ❞❡ ❝❡ /②♣❡ ❡0/ /'♦✉✈2✱ ♦♥
♣❡✉/ ❧❡ ❢❛✐'❡ ♣❛00❡' ❞✐'❡❝/❡♠❡♥/ ❞❛♥0 ❙eli ♣♦✉' ✐♥❞✐:✉❡' :✉❡ ❝✬❡0/ ✉♥ ♣❛✈2 L 2❧✐♠✐♥❡'✳
✸✳ ▲❡ ❝❛0 ✐♥/❡'♠2❞✐❛✐'❡ ❡0/ ❝❡❧✉✐ ♦7 ❧✬✐♥/❡'0❡❝/✐♦♥ ❡♥/'❡ [f ]([①i])∩❬② ❪ ♥✬❡0/ ♣❛0 ✈✐❞❡ ♠❛✐0
♥❡ ❝♦✉✈'❡ ♣❛0 /♦/❛❧❡♠❡♥/ [f ]✭❬①i❪✮ ✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉' ❬①3❪✮✳ ❈❡ ❝❛0 ❡0/ '❡♥❝♦♥/'2 ❧♦'0:✉❡
[f ]([①i]) ❡0/ ❡♥ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥/ ❛✈❡❝ ❬② ❪✱ ❝❡❧❛ 0✐❣♥✐✜❡ :✉❡ ❝❡ ♣❛✈2 ❬①i❪ ♣❡✉/ ❝♦♥/❡♥✐'
2✈❡♥/✉❡❧❧❡♠❡♥/ ❞❡0 0♦❧✉/✐♦♥0✳ ◆♦/♦♥0 ❙ext ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❝❡0 ♣❛✈20✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ♣❛✈2 ❞❡
❝❡ /②♣❡ ❡0/ /'♦✉✈2✱ ❛❧♦'0 0✐ 0❛ /❛✐❧❧❡ ❡0/ ✐♥❢2'✐❡✉'❡ L ✉♥ 0❡✉✐❧ ✜①2✱ ♦♥ ♣❡✉/ ❧❡ ❢❛✐'❡
♣❛00❡' ❞❛♥0 ❙ext :✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ 2❣❛❧❡♠❡♥/ ❧❡0 ❜♦✐/❡0 ❞✬❛♣♣'♦①✐♠❛/✐♦♥ ❡①/2'✐❡✉'❡✱
0✐♥♦♥ ♦♥ ♣❡✉/ ❝♦♥/✐♥✉❡' L ❧❡ ❞2❝♦✉♣❡'✳
❆ ❧✬✐00✉❡ ❞❡ ❝❡/ ❛❧❣♦'✐/❤♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉/ ♦❜/❡♥✐' ❞❡✉① ✉♥✐♦♥0 ❞❡ ♣❛✈20 ❙int ❡/ ❙ext :✉✐
❝♦♥/✐❡♥♥❡♥/ ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡ 0♦❧✉/✐♦♥0 ❞❛♥0 ❙int ❡/ ❧❡0 2✈❡♥/✉❡❧❧❡0 0♦❧✉/✐♦♥0 ❞❛♥0 ❙ext ❛✈❡❝ ❧❛
/❛✐❧❧❡ ❞❡0 ♣❛✈20 ✐♥❢2'✐❡✉'❡ L ✉♥ 0❡✉✐❧ θ ✜①2 ❛✉ ❞2♣❛'/✳ &❧✉0 ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞❡ θ ❡0/ ♣❡/✐/❡✱ ♣❧✉0
♦♥ '2❞✉✐/ ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞❡0 ❜♦✐/❡0 ❞❛♥0 ❙ext ❡♥ ❡0♣2'❛♥/ ❞❡ /'♦✉✈❡' ♣❧✉0 ❞❡ 0♦❧✉/✐♦♥0 ❞❛♥0 ❙int
✹✼
❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶ ▼#$❤♦❞❡ ❞✬#❧✐♠✐♥❛$✐♦♥ ♣❛0 ❧❛ ❜✐22❡❝$✐♦♥✭[f ]✱[① ]✱[② ]✱ǫ✱❙int✱❙ext ✮
❘❡-✉✐$❡✿ ■♥✐$✐❛❧✐2❡0 ❙int ❂ ④⑥ ❡$ ■♥✐$✐❛❧✐2❡0 ❙ext ❂ ④⑥ ♣♦✉0 ❧❛ ♣0❡♠✐<0❡ ✐$#0❛$✐♦♥
✐❢ [f ]([① ]) ∩ [② ] = {} &❤❡♥
$❡&✉$♥
❡❧2❡ ✐❢ [f ]([① ]) ⊂ [② ] &❤❡♥
❙int ❂ ❙int ∪ [① ]
❡❧2❡ ✐❢ [f ]([① ]) ∩ [② ] 6= {} &❤❡♥
✐❢ w([① ]) < ǫ &❤❡♥
❙ext ❂ ❙ext ∪ [① ]
❡❧2❡
❇✐22❡❝$❡0 ❬① ❪ ❡♥ ❬①1❪ ❡$ ❬①2❪
▼#$❤♦❞❡ ❞✬#❧✐♠✐♥❛$✐♦♥ ♣❛0 ❧❛ ❜✐22❡❝$✐♦♥✭[f ]✱❬①1❪✱[② ]✱ǫ✱❙int✱❙ext ✮
▼#$❤♦❞❡ ❞✬#❧✐♠✐♥❛$✐♦♥ ♣❛0 ❧❛ ❜✐22❡❝$✐♦♥✭[f ]✱❬①2❪✱[② ]✱ǫ✱❙int✱❙ext✮
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ✐❢
❡$ ❡♥ #❧✐♠✐♥❛♥$ ❞❡2 ♣❛✈#2 A✉✐ ♥❡ ❝♦♥$✐❡♥♥❡♥$ ♣❛2 ❞❡ 2♦❧✉$✐♦♥2✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉$✐♦♥
❞❡ ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡ θ ❡♥$0❛✐♥❡0❛ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐$# ❛❧❣♦0✐$❤♠✐A✉❡ ❧♦02 ❞❡2
$0❛✐$❡♠❡♥$2 ❞❡2 ♣❛✈#2✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❈♦♥2✐❞#0♦♥2 ❧❡ 2②2$<♠❡ ❞✬#A✉❛$✐♦♥2 ❝♦♠♠❡ 2✉✐$ ✿
{
f1(x1, x2) = (x1 − 1)2 + x2
f2(x1, x2) = x
2
1 + x
2
2
✭✸✳✸✺✮
❊$ ❬① ❪ ❂ [[x1], [x2]]
T = [[−5, 5], [−5, 5]]T ❡$ [② ] ❂ [[y1], [y2]]T = [[0, 2], [1,∞]]T ✳ ❆✈❡❝ ❧❛
♠#$❤♦❞❡ ❞✬#❧✐♠✐♥❛$✐♦♥ ♣❛0 ❧❛ ❜✐22❡❝$✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜$✐❡♥$ ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 0#2✉❧$❛$2 ❙int ❡$ ❙ext
❝♦♠♠❡ 2✉✐$ ✿ ✭❧❡2 ❜♦✐$❡2 ❡♥ ❜❧❡✉ 0❡♣0#2❡♥$❡♥$ ❧❡2 2♦❧✉$✐♦♥2 ❞❡ ❙int ❡$ ❧❡2 ❜♦✐$❡2 ❡♥ 0♦✉❣❡
0❡♣0#2❡♥$❡♥$ ❧❡2 2♦❧✉$✐♦♥2 ❞❡ ❙ext✮ ✭✜❣✉0❡ ✭✸✳✻✮✮
▲♦02A✉✬♦♥ ❞#❝♦✉♣❡ ❞❡2 ♣❛✈#2 ❬① ❪ ❡♥ ♣❧✉2✐❡✉02 2♦✉2✲♣❛✈#2 ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐0 ❧❡2 $0❛✐$❡0
♣❧✉2 $❛0❞✱ ✐❧ ② ❛ ❞✐✛#0❡♥$❡2 2$0❛$#❣✐❡2 ❞❡ ❜✐22❡❝$✐♦♥ A✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉$ ❧✐2$❡0 ✿
✕ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▼♦♦0❡ ❡$ ❇✐❡0❜❛✉♠ ✭✶✾✼✾✮ A✉✐ ❝♦♥2✐2$❡ T ❞#❝♦✉♣❡0 ❧❡2 2♦✉2 ♣❛✈#2 A✉✐ ♦♥$
✉♥❡ $❛✐❧❧❡ w✭❬① ❪✮ 2✉♣#0✐❡✉0❡ ❛✉① ❛✉$0❡2✳
✕ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❘❛$③ ✭✶✾✾✷✮ A✉✐ ❝♦♥2✐2$❡ T ❝❤♦✐2✐0 ❧❛ ❞✐0❡❝$✐♦♥ ❞❡ ❜✐22❡❝$✐♦♥ A✉✐ ♣❡0♠❡$ ❞❡
♠✐♥✐♠✐2❡0 ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡ [f ]([① ]) ❡♥ ✉$✐❧✐2❛♥$ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉2✐♦♥ ❝❡♥$0#❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ❜✐❡♥ A✉❡ ❝❡$$❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠#$❤♦❞❡2 ♥♦✉2 ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❣❛0❛♥$✐❡ ❞❡2 2♦❧✉$✐♦♥2
♦❜$❡♥✉❡2 2❛♥2 ❡♥ ♣❡0❞0❡ ❛✉❝✉♥❡✱ ❧❡ ♣0♦❜❧<♠❡ ♠❛❥❡✉0 ❞❡ ❝❡$$❡ ♠#$❤♦❞❡ ✈✐❡♥$ ❞❡ ❧❛
❜✐22❡❝$✐♦♥✳ ❆ ❝❤❛A✉❡ ✐$#0❛$✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❞#❝♦✉♣❡ ❧✬❡2♣❛❝❡ ❞❡ 0❡❝❤❡0❝❤❡ ❡♥ ♣❧✉2✐❡✉02 ♣❛✈#2
♣♦✉0 ❧❡2 $0❛✐$❡0 ♣❧✉2 $❛0❞ ❝❡ A✉✐ ❢❛✐$ A✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐$# ❛❧❣♦0✐$❤♠✐A✉❡ ❞❡ ❝❡$$❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ ♠#$❤♦❞❡ ❡2$ ❡①♣♦♥❡♥$✐❡❧❧❡✳ ❉♦♥❝ ❧✬✉$✐❧✐2❛$✐♦♥ ❞❡ ❝❡$$❡ ♠#$❤♦❞❡ ❡2$ ❛22❡③ ❧✐♠✐$#❡ ❡$
❝✬❡2$ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉0 ❞❡2 ♣0♦❜❧<♠❡2 ❞❡ ♣❡$✐$❡ $❛✐❧❧❡ ✭❡♥ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡2♣❛❝❡ ❞❡ 0❡❝❤❡0❝❤❡✮✳
✹✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❆♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡
❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✕ ❘'(✉❧+❛+( ♦❜+❡♥✉( ❛✈❡❝ ❧❛ ♠'+❤♦❞❡ ❞✬'❧✐♠✐♥❛+✐♦♥ ♣❛9 ❧❛ ❜✐((❡❝+✐♦♥
✹✳✸ ▼$%❤♦❞❡ ❞❡ *$❞✉❝%✐♦♥
❈❡ (♦♥+ ❧❡( ♠'+❤♦❞❡( ;✉✐ (❡ ❜❛(❡♥+ (✉9 ❧❛ 9'❞✉❝+✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✿ ●❛✉((✲❙❡✐❞❡❧ ✭❍❛♥(❡♥✱
✶✾✾✷✮ ♣♦✉9 ❧❡( ❢♦♥❝+✐♦♥( ❧✐♥'❛✐9❡(✱ ❧❛ ♠'+❤♦❞❡ ❞❡ ❑9❛✇❝③②❦ ✭▼♦♦9❡ ❡+ ❇✐❡9❜❛✉♠✱ ✶✾✼✾✮
❡+ ✭◆❡✉♠❛✐❡9✱ ✶✾✾✵✮✱ ❧❛ ♠'+❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇+♦♥ ♣❛9 ■♥+❡9✈❛❧❧❡ ✭▼♦♦9❡ ❡+ ❇✐❡9❜❛✉♠✱ ✶✾✼✾❀
❍❛♥(❡♥✱ ✶✾✾✷✮ ♣♦✉9 ❧❡( ❢♦♥❝+✐♦♥( ♥♦♥✲❧✐♥'❛✐9❡(✳ ❈❡( ♠'+❤♦❞❡( ❞❡ 9'❞✉❝+✐♦♥ (♦♥+ ❞✐✛'9❡♥+❡(
❞❡ ❝❡❧❧❡( ❞❡ ❜✐((❡❝+✐♦♥ ❝❛9 ❡❧❧❡( ❝❤❡9❝❤❡♥+ U ❝❛❧❝✉❧❡9 ❧❡ ♣❧✉( ♣❡+✐+ ♣❛✈' ❬①
′
❪ ♣♦((✐❜❧❡ ✐♥❝❧✉(
❞❛♥( ❧❡ ♣❛✈' ❬① ❪ ✐♥✐+✐❛❧ +❡❧ ;✉❡ +♦✉+❡( ❧❡( (♦❧✉+✐♦♥( ♣♦((✐❜❧❡( ❞❛♥( ❬① ❪ (❡ +9♦✉✈❡♥+ ❛✉((✐
❞❛♥( ❬①
′
❪✳ X♦✉9 ❧❡( ❢♦♥❝+✐♦♥( ♥♦♥✲❧✐♥'❛✐9❡(✱ ✐❧ ✈❛ ♥♦✉( ❢❛❧❧♦✐9 ❧❡( ❧✐♥'❛9✐(❡9 ❛✈❛♥+ ❞❡ ❧❡(
9'(♦✉❞9❡ ✭❋✐❣✉9❡✭✸✳✼✮✮✳
❆✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐+' ♣❧✉( ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡++❡ ❛♣♣9♦❝❤❡ ♣❡✉+ ]+9❡ ✉+✐❧✐('❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥
♣♦✉9 9'❞✉✐9❡ ❧❡( ❞♦♠❛✐♥❡( ❞❡( ✈❛9✐❛❜❧❡( +♦✉+ ❡♥ ❧✐♠✐+❛♥+ ❧❡ 9❡❝♦✉9( ❛✉① ❜✐((❡❝+✐♦♥(✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥+✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉+ ♣❛( ❞♦♥♥❡9 ❧❡( (♦❧✉+✐♦♥( ❛✉((✐ ✜♥❡( ;✉❡ ❧✬❛♣♣9♦❝❤❡ ❞❡ ❜✐((❡❝+✐♦♥✳
❖♥ ♣❡✉+ ❞✐✈✐(❡9 ❝❡++❡ ❛♣♣9♦❝❤❡ ❞❡ 9'❞✉❝+✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡( ❞♦♥+ ❧❛ ♣9❡♠✐`9❡ ❝♦♥(✐(+❡ U
+9❛✐+❡9 ❧❡( ❝❛( ❧✐♥'❛✐9❡( ❡+ ❧❛ ❞❡✉①✐`♠❡ ♣❡9♠❡+ ❞❡ +9❛✐+❡9 ❧❡( ❝❛( ♥♦♥✲❧✐♥'❛✐9❡(✳
✹✳✸✳✶ ❈❛& ❧✐♥*❛✐+❡
❈♦♥(✐❞'9♦♥( ❧❡ (②(+`♠❡ ❞✬';✉❛+✐♦♥( (✉✐✈❛♥+ ✿
[❆] ∗ [① ] = [❜] ✭✸✳✸✻✮
❆✈❡❝ ❆ ∈ IRn∗n ❡(+ ✉♥❡ ♠❛+9✐❝❡ ❝❛99'❡ ❞♦♥+ ❧❡( '❧'♠❡♥+( (♦♥+ ❞❡( ✐♥+❡9✈❛❧❧❡( ❡+ ❬❜❪ ∈
IRn✳ ▲✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ +♦✉+❡( ❧❡( (♦❧✉+✐♦♥( ❞❡ ✭✸✳✸✻✮ ❡(+ ❞♦♥♥' ♣❛9 ✿
✹✾
❋✐❣✉$❡ ✸✳✼ ✕ &'✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠12❤♦❞❡ ❞❡ '1❞✉❝2✐♦♥
❙ = {① ∈ Rn|∃❆ ∈ [❆], ∃❜ ∈ [❜],❆ ∗ ① = ❜} ✭✸✳✸✼✮
◗✉❡❧9✉❡: ♠12❤♦❞❡: ✈♦♥2 <2'❡ ♣'1:❡♥21❡: ♣♦✉' '1:♦✉❞'❡ ❝❡ ♣'♦❜❧>♠❡ ✭✸✳✸✼✮✳
✹✳✸✳✷ ▼%&❤♦❞❡ ❞✬%❧✐♠✐♥❛&✐♦♥ ❞❡ ●❛✉33
❈❡22❡ ♠12❤♦❞❡ ❡:2 ❜❛:1❡ :✉' ❧❛ 2❡❝❤♥✐9✉❡ ❞❡ ❞1❝♦♠♣♦:✐2✐♦♥ LU 9✉✐ ♣❡'♠❡2 ❞❡ ❞1❝♦♠✲
♣♦:❡' ❧❛ ♠❛2'✐❝❡ ❆ ❡♥ ✉♥❡ ♠❛2'✐❝❡ 2'✐❛♥❣✉❧❛✐'❡ ✐♥❢1'✐❡✉'❡ ▲ ❡2 ✉♥❡ ♠❛2'✐❝❡ 2'✐❛♥❣✉❧❛✐'❡
:✉♣1'✐❡✉'❡ ❯ ✳ ❊2 ❝❡❧❛ ♥♦✉: ♣❡'♠❡2 ❞✬♦❜2❡♥✐' ❧✬19✉❛2✐♦♥ ✿
✭▲✰❯✮ ① = ❜ ✭✸✳✸✽✮
❊2 ❡♥ ❜♦'♥❛♥2 ❧❡: 2❡'♠❡: '1❡❧:✱ ❞❛♥: ❧✬19✉❛2✐♦♥ ✭✸✳✸✽✮✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥2❡'✈❛❧❧❡✱ ♦♥ ♦❜2✐❡♥❞'❛
❧❛ ♠12❤♦❞❡ ❞✬1❧✐♠✐♥❛2✐♦♥ ❞❡ ●❛✉:: ♣❛' ✐♥2❡'✈❛❧❧❡✱ 9✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦2❡ Ceg✱ :♦✉: ❧❛ ❢♦'♠❡ ✿
[y1] = [b1] ✭✸✳✸✾✮
[yi] = [bi]−
i−1∑
j=1
[Lij][yj], pour i = 2, ..., n
❊2
[xn] = ([yn]/[unn]) ∩ [xn] ✭✸✳✹✵✮
[xi] = (([yi]−
n∑
j=i+1
[Uij][xj])/[uii]) ∩ [xi], pour i = n− 1, ..., 1
✺✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❆♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡
❖♥ ♣❡✉' ❝♦♥*'❛'❡, -✉❡ ❧❡* ❞❡✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥'* ❬Lij❪ ❡' ❬Uij❪ ❛♣♣❛,❛✐**❡♥' ♣❧✉*✐❡✉,* ❢♦✐*
❞❛♥* ✭✸✳✸✾✮ ❡' ✭✸✳✹✵✮ ♣♦✉, ❝❛❧❝✉❧❡, ❬yi❪ ❡' ❬xi❪ ❛✈❡❝ i = {1, 2, .., n}✳ =❛, ❝♦♥*>-✉❡♥'✱ ❝❡''❡
♠✉❧'✐✲♦❝❝✉,,❡♥❝❡ ❡♥❣❡♥❞,❡ ❞✉ ♣❡**✐♠✐*♠❡ ❞❛♥* ❧❛ ,>❞✉❝'✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❬① ❪✳ ❈✬❡*' ♣♦✉,
❝❡''❡ ,❛✐*♦♥ -✉❡ Ceg *❡,❛ ❡✣❝❛❝❡ ❧♦,*-✉❡ ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞❡ ❬❆❪ ❡*' ♣❡'✐'❡✱ ❧❛ ❞>❝♦♠♣♦*✐'✐♦♥ LU
❞♦✐' ❡①✐*'❡, ❡' ✐❧ ♥❡ ❞♦✐' ♣❛* ❛✈♦✐, ❞✬>❧>♠❡♥'* ♥✉❧* ❞❛♥* ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛',✐❝❡ ❬❯ ]✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿
❆✈❡❝
[❆] =

 [4, 5] [−1, 1] [1, 5, 2, 5][−0, 5, 0, 5] [−7,−5] [1, 2]
[−1, 5,−0, 5] [−0, 7,−0, 5] [2, 3]


[❜] =

[3, 4][0, 2]
[3, 4]


❊'
[① ] =

[−inf, inf ][−inf, inf ]
[−inf, inf ]


❆✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ Ceg ♥♦✉* ♦❜'❡♥♦♥* ✿
[①
′
] =

[−1, 819, 1, 168][−0, 414, 1, 725]
[0, 070, 3, 420]


✹✳✸✳✸ ▼*+❤♦❞❡ ❞❡ ●❛✉22✲❙❡✐❞❡❧
❈❡''❡ ♠>'❤♦❞❡ *❡ ❜❛*❡ >❣❛❧❡♠❡♥' *✉, ❧❛ ❞>❝♦♠♣♦*✐'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛',✐❝❡ ❬❆❪ ❡♥ ✉♥❡ ♠❛',✐❝❡
',✐❛♥❣✉❧❛✐,❡ ✐♥❢>,✐❡✉,❡ ❬▲❪ ❡' ✉♥❡ ♠❛',✐❝❡ ',✐❛♥❣✉❧❛✐,❡ *✉♣>,✐❡✉,❡ ❬❯ ❪
❉❡ ✭✸✳✸✽✮✱ ❧✬♦♣>,❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠>'❤♦❞❡ ●❛✉**✲❙❡✐❞❡❧✱ ♥♦'>❡ Cgs ❡*' ❞>✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ *✉✐' ✿
Cgs : [① ]→ [① ] ∩ [▲]−1([❜]− [❯ ][① ]) ✭✸✳✹✶✮
■❧ *✬❛❣✐' ❞✬❡✛❡❝'✉❡, ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ -✉✐ ,>♣R'❡ Cgs ♣❡,♠❡''❛♥' ❞❡ ,>❞✉✐,❡ ❧❡ ♣❛✈❡ ❬① ❪ ✐♥✐'✐❛❧
❥✉*-✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥' ♦T ♦♥ ♥❡ ❣❛❣♥❡ ♣❧✉* ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❝♦♠♣❛,❛'✐✈❡♠❡♥' U ✉♥ *❡✉✐❧ ✜①> ❛✉ ❞>♣❛,'✳
❯♥❡ ❡①'❡♥*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠>'❤♦❞❡ ♣❡✉' *❡ ,❡',♦✉✈❡, ❞❛♥* ✭❏❛✉❧✐♥✱ ✷✵✵✶❀ ❍❛♥*❡♥✱ ✶✾✾✷✮
-✉✐ ✉'✐❧✐*❡♥' ❧❡* '❡❝❤♥✐-✉❡* ❞❡ ♣,>❝♦♥❞✐'✐♦♥♥❡♠❡♥' ♣♦✉, ❛❝❝>❧>,❡, ❧❡* ❝❛❧❝✉❧*✳ ❊♥ ❢❛✐'✱ ❝❡*
'❡❝❤♥✐-✉❡* ❝♦♥*✐*'❡♥' U ♠✉❧'✐♣❧✐❡, ❧❡* ❞❡✉① ❝['>* ❞❡ ❧✬>-✉❛'✐♦♥ ❬❆❪❬① ❪ ❂ ❬❜❪ ❛✈❡❝ ✉♥❡
♠❛',✐❝❡ ❞❡ ♣,>❝♦♥❞✐'✐♦♥♥❡♠❡♥' Y ❛✜♥ ❞✬♦❜'❡♥✐, ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉,* ,>*✉❧'❛'*✱ ❝❡ -✉✐ ♥♦✉* ❞♦♥♥❡
❧✬>-✉❛'✐♦♥ *✉✐✈❛♥'❡✳
ˆ[❆][① ] = ˆ[❜] ✭✸✳✹✷✮
❛✈❡❝
ˆ[❆] ❂ Y ✯❬❆❪ ❡' ˆ[❜] ❂ Y ✯❬❜❪✳ ❖♥ ♣❡✉' ',♦✉✈❡, ✉♥ ,>*✉♠> ❞❡* ❞✐✛>,❡♥'* ♣,>❝♦♥❞✐'✐♦✲
♥❡✉,* ❝♦♠♠❡ ✿ Cw✱Ew✱CM ❞❛♥* ✭❑❡❛,❢♦'' ❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✶✮
✺✶
✹✳✸✳✹ ❈❛% ♥♦♥✲❧✐♥+❛✐,❡
❈♦♥%✐❞()♦♥% ✉♥❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ f ♥♦♥✲❧✐♥(❛✐)❡ ❞❡ Rn ❞❛♥% Rm ❞♦♥. ♦♥ )❡❝❤❡)❝❤❡ ❧❡% ③()♦%
%✉) ✉♥ ❡%♣❛❝❡ ❞❡ )❡❝❤❡)❝❤❡ ❬✭① ✮❪
f(① ) = 0 ✭✸✳✹✸✮
❛✈❡❝ [f ]([① ]) : ✉♥❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉%✐♦♥ ❞❡ f ✳
■❧ ❡①✐%.❡ ♣❧✉%✐❡✉)% ♠(.❤♦❞❡% ♣♦✉) )(%♦✉❞)❡ ❝❡ .②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝.✐♦♥% ♥♦♥✲❧✐♥(❛✐)❡% ✭✸✳✹✸✮
❞❛♥% ❧❛ ❧✐..()❛.✉)❡ ❞♦♥. ❧❡% ♣❧✉% ❝♦♥♥✉❡% %♦♥. ❑)❛✇❝③②❦ ✭◆❡✉♠❛✐❡)✱ ✶✾✾✵✮ ❡. ◆❡✇.♦♥
♣❛) ✐♥.❡)✈❛❧❧❡ ✭❍❛♥%❡♥✱ ✶✾✾✷✮✳ ❈❡% ♠(.❤♦❞❡% %♦♥. ❝♦♠♣♦%(❡% ❞❡ ❞❡✉① (.❛♣❡%✱ ❧❛ ♣)❡♠✐K)❡
❝♦♥%✐%.❡ L ❧✐♥(❛)✐%❡) ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥✱ ♣✉✐% ❧❛ ❞❡✉①✐K♠❡ (.❛♣❡ ❝♦♥%✐%.❡ L ❛♣♣❧✐M✉❡) ❧❡% ♠(.❤♦❞❡%
❞❡ )(%♦❧✉.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❧✐♥(❛✐)❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠(.❤♦❞❡ ●❛✉%%✲❙❡✐❞❡❧ Cgs ♦✉ ❧❛ ♠(.❤♦❞❡
❞✬(❧✐♠✐♥❛.✐♦♥ ❞❡ ●❛✉%% Cge ❝♦♠♠❡ ♣)(%❡♥.(❡% ♣)(❝(❞❡♠♠❡♥.✳
✹✳✸✳✺ ▼+0❤♦❞❡ ❞❡ ❑,❛✇❝③②❦
▲✬✐❞(❡ ❛ (.( (❧❛❜♦)(❡ ❞❛♥% ✭❑)❛✇❝③②❦✱ ✶✾✻✾✮ ❡. ❛♣♣)♦❢♦♥❞✐❡ ❞❛♥% ✭▼♦♦)❡ ❡. ❇✐❡)❜❛✉♠✱
✶✾✼✾✮ ♣✉✐% ✭◆❡✉♠❛✐❡)✱ ✶✾✾✵✮✳ ❙♦✐. f(① ) = 0 | ① ∈ ❬① ❪ ❡. f ❞✐✛()❡♥.✐❛❜❧❡ ❀ ♦♥ ❛ ♣♦✉) ✉♥❡
♠❛.)✐❝❡ ✐♥✈❡)%✐❜❧❡M ✱f(① ) = 0⇔ ①−Mf(① ) = ① ✳ ◆♦.♦♥% ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ Ψ(① ) = ①−Mf(① )✱
Ψ(① ) ❡%. ❛✉%%✐ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥. ✜①❡ ❞❡ f ✳ ▲❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉%✐♦♥ ❝❡♥.)(❡ [Ψc] ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝.✐♦♥ Ψ(① ) ❡%. ✿
[Ψc]([① ]) = Ψ(①ˆ ) + [JΨ]([① ]) ∗ ([① ]− ①ˆ ) ✭✸✳✹✹✮
❖[ [JΨ] ❡%. ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛.)✐❝❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ Ψ(① ) ❡. ①ˆ =
mid([① ])✳ ❆ ♣❛).✐) ❞❡ ❧L✱ ❧✬♦♣()❛.✐♦♥ Ck ❞❡ ❧❛ ♠(.❤♦❞❡ ❑)❛✇❝③②❦ ❡%. ❞(✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ %✉✐. ✿
Ck : [① ]→ [① ] ∩Ψ(①ˆ ) + [JΨ]([① ]) ∗ ([① ]− ①ˆ ) ✭✸✳✹✺✮
✹✳✸✳✻ ▼+0❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇0♦♥ ♣❛, ✐♥0❡,✈❛❧❧❡
❙♦✐. f(① ) = 0 | ① ∈ ❬① ❪ ❡. f ❡%. ✉♥ %②%.K♠❡ ❝❛))(✳ ▲❛ ♠(.❤♦❞❡ ◆❡✇.♦♥ ♣❛) ✐♥.❡)✈❛❧❧❡
%❡ ❜❛%❡ (❣❛❧❡♠❡♥. %✉) ❧❡ .❤(♦)K♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥. ✜①❡ M✉✐ ❝♦♥%✐%.❡ L .)♦✉✈❡) ✉♥❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ Ψ
%❛.✐%❢❛✐%❛♥. ✿
Ψ(① ) = ① −Mf(① ) = ① ✭✸✳✹✻✮
❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ♦[ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ f ❡%. ❛✣♥❡✱ ✐❧ ❡%. ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ )((❝)✐)❡ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ f %♦✉% ❧❛ ❢♦)♠❡
f(x) = ❆① + ❜ L ❝♦♥❞✐.✐♦♥ M✉❡ ❆ %♦✐. ✉♥❡ ♠❛.)✐❝❡ ✐♥✈❡)%✐❜❧❡✳ ❉❛♥% ❝❡ ❝❛%✱ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥
Ψ(① ) ❞❡✈✐❡♥. ✿
Ψ(① ) = ① −M(❆① + ❜) ✭✸✳✹✼✮
❛✈❡❝ M = ❆−1 ✉♥❡ ♠❛.)✐❝❡ ❞❡ ♣)(❝♦♥❞✐.✐♦♥♥❡♠❡♥.✳
❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ♦[ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ f ♥✬❡%. ♣❛% ❧✐♥(❛✐)❡ ♠❛✐% ❞✐✛()❡♥.✐❛❜❧❡✳ ❖♥ (❝)✐)❡ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥
f ❡♥ ✉♥❡ %()✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦) ❛✉ ♣)❡♠✐❡) ♦)❞)❡ %♦✉% ❧❛ ❢♦)♠❡ Ψ(① ) = ① − J−1f(① ) ✭❛✈❡❝ J ❡%.
✺✷ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❆♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡
❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ❞❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡✮✱ ❛❧♦&1 ❧❛ ♠2%❤♦❞❡ ◆❡✇%♦♥ ♣❛& ✐♥%❡&✈❛❧❧❡✱ 8✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦%❡ Cn✱ ❡1%
❞2✜♥✐ ❝♦♠♠❡ 1✉✐% ✿
Cn : [① ]→ [① ] ∩ ([① ]− [J ]−1[f ]([① ])) ✭✸✳✹✽✮
✺ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥
▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐'.❡ /'❛✐' ❞❡ ♣./0❡♥'❡. ❧❡0 ❞✐✛/.❡♥'❡0 ♠/'❤♦❞❡0 ❞✬/✈❛❧✉❛'✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ 0✉. ❞❡✉① ✈♦❧❡'0✳ ▲❡ ♣.❡♠✐❡. ❝♦♥0✐0'❡ 9 ✐♥'.♦❞✉✐.❡ ❧❡0 ❞✐✛/.❡♥'❡0 ❢♦♥❝'✐♦♥0
❞✬✐♥❝❧✉0✐♦♥ ♣❡.♠❡''❛♥' ❞❡ ♥♦✉0 ♠♦♥'.❡. :✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡0 ♠♦②❡♥0 '.<0 0✐♠♣❧❡0 ♣♦✉. /✈❛❧✉❡.
✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ✐♥'❡.✈❛❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❧❛ ♣❛.'✐❡ 0✉✐✈❛♥'❡ :✉✐ ❡①♣❧✐:✉❡ ❧❡ ♣❡00✐♠✐0♠❡ ❝❛✉0/
♣❛. ❧❡0 ❝❛❧❝✉❧0 ✐♥'❡.✈❛❧❧❡0 ♥♦✉0 ❛ ♣❡.♠✐0 ❞❡ ❝♦♠♣.❡♥❞.❡ :✉❡ ❧❡0 ♣.♦❜❧<♠❡0 ❞❡ ❞/♣❡♥❞❛♥❝❡
❡' ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ♥❡ 0♦♥' ♣❛0 ♥/❣❧✐❣❡❛❜❧❡0✳ @✉✐0✱ ❧❡ ❞❡✉①✐<♠❡ ✈♦❧❡' ❛✈❛✐' ♣♦✉. ❜✉' ❞❡
♣./0❡♥'❡. ❧❡0 ♠/'❤♦❞❡0 ❞❡ ./0♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝'✐♦♥0 '♦✉' ❡♥ ♣.❡♥❛♥' ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧✬❛0♣❡❝' ❞✉
♣❡00✐♠✐0♠❡ /✈❡♥'✉❡❧ ❞❛♥0 ❧❡0 ♣❛✈/0 ❞❡ 0♦❧✉'✐♦♥0✳
@♦✉. ❝❡ ❢❛✐.❡✱ ❧✬❛♣♣.♦❝❤❡ ❞✬✐♥✈❡.0✐♦♥ ❡♥0❡♠❜❧✐0'❡ ❛ /'/ ✐♥'.♦❞✉✐'❡ ❛✈❡❝ 0❡0 ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡0
❞❡ ♠/'❤♦❞❡0 ❞✐✛/.❡♥'❡0✳ ▲❛ ♣.❡♠✐<.❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡0' ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠/'❤♦❞❡0 ❜❛0/❡0 0✉. ❧❛ '❡❝❤✲
♥✐:✉❡ ❞❡ ❜✐00❡❝'✐♦♥✴/❧✐♠✐♥❛'✐♦♥ ❡' ❧❛ ❞❡✉①✐<♠❡ 0✉. ❧❡0 '❡❝❤♥✐:✉❡0 ❞❡ ./❞✉❝'✐♦♥✳ ❈❤❛:✉❡
'②♣❡ ❞❡ ♠/'❤♦❞❡ ❛ ❞❡0 ❛✈❛♥'❛❣❡0 ❡' ❞❡0 ✐♥❝♦♥✈/♥✐❡♥'0 ❞✐✛/.❡♥'0 ♠❛✐0 ❡❧❧❡0 ♥♦✉0 ♣❡.♠❡'✲
'.♦♥' ❞❡ '.♦✉✈❡. ❞❡ ♠❛♥✐<.❡ ❣❛.❛♥'✐❡ '♦✉'❡0 ❧❡0 0♦❧✉'✐♦♥0✳ ❊❧❧❡0 ❢♦.♠❡♥' /❣❛❧❡♠❡♥' ❧❛ ❜❛0❡
❞❡ ♥♦'.❡ ♠/'❤♦❞❡✱ ■♥✈❡.0✐♦♥✲❊♥0❡♠❜❧✐0'❡✱ :✉✐ 0❡.❛ ✉'✐❧✐0/❡ ♣♦✉. ❧❡0 '❡0'0 ❞❡ ❝♦❤/.❡♥❝❡ ❞❛♥0
❧❡0 ❝❤❛♣✐'.❡0 0✉✐✈❛♥'0✳
❈❤❛♣✐%&❡ ✹
●*♥*&❛%✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧❛%✐♦♥0 ❞❡
❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐4✉❡ ❙②♠❜♦❧✐4✉❡0
❞❛♥0 ❧❡ ❝❛0 0%❛%✐4✉❡
✶ ■♥#$♦❞✉❝#✐♦♥
❈♦♠♠❡ ♣%&'❡♥)& ❞❛♥' ❧❡ ❝❤❛♣✐)%❡ ♣%&❝&❞❡♥)✱ ❧❡' ♠&)❤♦❞❡' 1✉✐ ❛♣♣❛%)✐❡♥♥❡♥) 3 ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡' ❛♣♣%♦❝❤❡' ')%✉❝)✉%❡❧❧❡' ♣%❡♥♥❡♥) ❡♥ ❝♦♠♣)❡ '❡✉❧❡♠❡♥) ❧❡' ✐♥)❡%❛❝)✐♦♥' ❡♥)%❡ ❧❡'
❞✐✛&%❡♥)❡' ✈❛%✐❛❜❧❡' ❞✉ ♠♦❞8❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣&♥&%❡% ❧❡' ❘❡❧❛)✐♦♥' ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②)✐1✉❡
✭❘❘❆✮✳ ❊♥'✉✐)❡✱ 3 ♣❛%)✐% ❞❡ ❝❡' ❘❘❆ ❣&♥&%&❡'✱ ❧✬&)❛♣❡ ❞❡ ❧✬&✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡' ❘❘❆ '❡%❛
❡✛❡❝)✉&❡ ♣♦✉% )❡')❡% ❧❛ ❝♦❤&%❡♥❝❡ ❡♥)%❡ ❧❡' ✐♥❢♦%♠❛)✐♦♥' ♠❡'✉%&❡' 1✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦''8❞❡✳ ❊) '✐
❝❡' )❡')' ❞❡ ❝♦❤&%❡♥❝❡ ♥♦✉' ♠♦♥)%❡♥) 1✉❡ ❧❡ '②')8♠❡ ♥✬❡') ♣❛' ❡♥ ❜♦♥ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥)✱
❛❧♦%' ❧✬&)❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐'❛)✐♦♥ '❡%❛ ✉)✐❧✐'&❡ ♣♦✉% )%♦✉✈❡% ❧❛ ❝❛✉'❡✳
❉❛♥' ❝❡ ❝❤❛♣✐)%❡✱ ♥♦✉' ♣%&'❡♥)❡%♦♥' ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠&)❤♦❞❡✱ ✉♥❡ ✈❡%'✐♦♥ ❞&)❛✐❧❧& ❞❡
✭❋❧❛✉' ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ ❛♣♣❛%)✐❡♥) &❣❛❧❡♠❡♥) 3 ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣%♦❝❤❡ ')%✉❝)✉%❡❧❧❡✱ 1✉✐ ❝♦♥'✐')❡
3 ❣&♥&%❡% ❧❡' ❘❡❧❛)✐♦♥' ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②)✐1✉❡ ❙②♠❜♦❧✐1✉❡ ✭❘❘❆❙✮ ❡♥ '❡ ❜❛'❛♥) '✉%
❧❡' ♣❛%❝♦✉%' ❞❡ ❣%❛♣❤❡'✳ ❊♥'✉✐)❡✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛%❛✐'♦♥ ❡♥)%❡ ❧❡' ❘❘❆❙ ♦❜)❡♥✉❡' 3 ❧✬✐''✉❡ ❞❡
♥♦)%❡ ❛♣♣%♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡' ❞❡ ❧❛ ♠&)❤♦❞❡ ❞✬❡'♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛%✐)&✱ '✉% ✉♥ ♠I♠❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ '❡%❛
✉)✐❧✐'&❡ ♣♦✉% ✈❛❧✐❞❡% ♥♦' %&'✉❧)❛)'✳
◗✉❛♥) ❛✉① )❡')' ❞❡ ❝♦❤&%❡♥❝❡✱ ✐❧' '❡%♦♥) ♣%&'❡♥)&' ❛✉ ❝❤❛♣✐)%❡ '✉✐✈❛♥) ❡) ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡%
✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉%❡ ❝♦♠♣%&❤❡♥'✐♦♥✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❛❝❛❞&♠✐1✉❡ '❡%❛ ✉)✐❧✐'&✳
✺✹
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧❛%✐♦♥1 ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡1 ❞❛♥1 ❧❡
❝❛1 1%❛%✐5✉❡
✷ ❈♦♥$%&✉❝%✐♦♥ ❞❡$ &❡❧❛%✐♦♥$ ❞❡ &❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❛♥❛❧②%✐/✉❡
$②♠❜♦❧✐/✉❡
✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥
❈❡$$❡ ♣&❡♠✐)&❡ ♣❛&$✐❡ ❡+$ ❝♦♥+❛❝&/❡ 0 ❧❛ ❝♦♥+$&✉❝$✐♦♥ ❞❡+ &❡❧❛$✐♦♥+ ❞❡ &❡❞♦♥❞❛♥❝❡
❛♥❛❧②$✐5✉❡ +②♠❜♦❧✐5✉❡✱ ❡❧❧❡ ❡+$ ❝♦♠♣♦+/❡ ❞❡ $&♦✐+ +♦✉+✲♣❛&$✐❡+ 5✉✐ +♦♥$ ✿ ❧❛ &❡❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ❞✉
♣&♦❜❧)♠❡ ❞❛♥+ ✉♥ ❝❛+ +$❛$✐5✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥$&♦❞✉❝$✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❛❝❛❞/♠✐5✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦&✐$❤♠❡
❞/❞✐/ 0 ❧❛ ❣/♥/&❛$✐♦♥ ❞❡+ ❘❘❆❙ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛❞&❡ ❞✬✉♥ +②+$)♠❡ +$❛$✐5✉❡ ❡$ ❡♥✜♥ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
✐❧❧✉+$&❛$✐❢✳
✷✳✷ ❘❡❢♦&♠✉❧❛%✐♦♥ ❞✉ ♣&♦❜❧4♠❡ ❞❛♥5 ✉♥ ❝❛5 5%❛%✐6✉❡
❯♥ +②+$)♠❡ +$❛$✐5✉❡✱ ♦✉ ❡♥ &/❣✐♠❡ ♣❡&♠❛♥❡♥$ +$❛$✐♦♥♥❛✐&❡✱ +✐❣♥✐✜❡ 5✉❡ ❧❡+ ✈❛&✐❛❜❧❡+
✐♥$❡&✈❡♥❛♥$ ❞❛♥+ ❧❡ ♠♦❞)❧❡ ♥❡ ❞/♣❡♥❞❡♥$ ♣❛+ ❞✉ $❡♠♣+ ❛✉ +❡♥+ ❞❡ ♥❡ ♣❛+ ❞/♣❡♥❞&❡ ❞❡
❧❡✉&+ ✈❛❧❡✉&+ ♣❛++/❡+✳ ▲❡ ♠♦❞)❧❡ ❞✬✉♥ +②+$)♠❡ +$❛$✐5✉❡ ♥♦$/ ❙ ❡+$ ❝♦♠♣♦+/ ❞✬✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡
❞❡ ❝♦♥$&❛✐♥$❡+ ♥♦$/ ❈ ✿
❈ = {c1, c2......, cn} ✭✹✳✶✮
♦J ❝❤❛5✉❡ ❝♦♥$&❛✐♥$❡ ❡+$ ✉♥ $&✐♣❧❡$ ✿
ci = {ri,❱i,❉i} ✭✹✳✷✮
❡$ ri ❡+$ ❧❛ &❡❧❛$✐♦♥ ❛♥❛❧②$✐5✉❡ ❡♥$&❡ ❧❡+ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ✐♥$❡&✈❡♥❛♥$ ❞❛♥+ ❧❛ ❝♦♥$&❛✐♥$❡ ci✱ ❱i ❡+$
❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡+ 5✉✐ +♦♥$ ❝♦♠♣♦+/❡+ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛&$✐❡+ ✿
✕ ❧❛ ♣&❡♠✐)&❡ ❡+$ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ♠❡+✉&/❡+ 5✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦$❡ ❨
✕ ❧❛ ❞❡✉①✐)♠❡ ❡+$ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ✐♥$❡&♥❡+ ✐♥❝♦♥♥✉❡+ ❞✉ ♠♦❞)❧❡ 5✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦$❡
❳
❖♥ ♥♦$❡ /❣❛❧❡♠❡♥$ var(ci) ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ❛♣♣❛&$❡♥❛♥$ 0 ❧❛ ❝♦♥$&❛✐♥$❡ ci ❛✜♥
❞❡ +✐♠♣❧✐✜❡& ❧❡+ ♥♦$❛$✐♦♥+ ♣❛& ❧❛ +✉✐$❡✳ ❉i ❡+$ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ +✉♣♣♦&$+ ❞❡+ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ❡$ ❡+$
❞✐✈✐+/ /❣❛❧❡♠❡♥$ ❡♥ ❞❡✉① ❣&♦✉♣❡+ ✿
✕ ❧❡ ♣&❡♠✐❡& ❡+$ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ +✉♣♣♦&$+ ❞❡+ ✈❛&✐❛❜❧❡+ 5✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦$❡ dV
✕ ❧❡ ❞❡✉①✐)♠❡ ❡+$ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ &❡❧❛$✐♦♥ ri ❞❡ ❧❛ ❝♦♥$&❛✐♥$❡ ci 5✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦$❡ dr
❚♦✉+ ❧❡+ +②+$)♠❡+ +$❛$✐5✉❡+ ♣❡✉✈❡♥$ O$&❡ ♠♦❞/❧✐+/+ ❛✈❡❝ ❧❡+ ♥♦$❛$✐♦♥+ ❝✐✲❞❡++✉+✳ P&❡♥♦♥+
♠❛✐♥$❡♥❛♥$ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ +②+$)♠❡ +$❛$✐5✉❡
❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❈♦♥+✐❞/&♦♥+ ✉♥ +②+$)♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❜❛❝+ ❝♦♥$❡♥❛♥$ ❞❡+ ♣&♦❞✉✐$+ ❝❤✐♠✐5✉❡+
$♦①✐5✉❡+ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥+ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✭✹✳✶✮ +✉✐✈❛♥$❡✳
❈❡ +②+$)♠❡ ❡+$ ❝♦♥+$✐$✉/ ❞❡ ✿
✕ ✷ &/+❡&✈♦✐&+ R1 ❡$ R2 5✉✐ +♦♥$ &❡❧✐/+ ❡♥$&❡ ❡✉① ♣❛& ✉♥❡ ❝♦♥❞✉✐$❡ C1✳
✕ ✶ ♣♦♠♣❡ P1 ❞/❜✐$❛♥$ ❡♥ ❝♦♥$✐♥✉❡ ❡$ 5✉✐ ❡+$ &❡❧✐/❡ ❞✐&❡❝$❡♠❡♥$ 0 ❧❛ ✈❛♥♥❡ V1 5✉✐
❢♦♥❝$✐♦♥♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐)&❡ $♦✉$ ♦✉ &✐❡♥✳
✕ ▲❛ ✈❛♥♥❡ V2 ♣❡&♠❡$ ❞✬/✈❛❝✉❡& ❞❡+ ♣&♦❞✉✐$+ ❝❤✐♠✐5✉❡+ ❞✉ &/+❡&✈♦✐& R2✳
✺✺
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ /②/12♠❡ /1❛1✐5✉❡
✕ ✸ ❝❛♣1❡✉8/ ❞♦♥1 ✶ ❝❛♣1❡✉8 ❞❡ ❞:❜✐1 ♠❡/✉8❛♥1 y1✱ ✉♥ ❝❛♣1❡✉8 ♠❡/✉8❛♥1 ❧❡ ❞:❜✐1 ❞❡
/♦81✐❡ y3 ❞❡ ♣8♦❞✉✐1/ ❝❤✐♠✐5✉❡/ ❞✉ 8:/❡8✈♦✐8 R2 ❡1 ✉♥ ❝❛♣1❡✉8 y2 5✉✐ ❛❣82❣❡ ❧❡/ ❞❡✉①
♠❡/✉8❡/ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣8♦❞✉✐1/ ❝❤✐♠✐5✉❡ ❞❛♥/ ❧❡/ ❞❡✉① 8:/❡8✈♦✐8/ R1 ❡1 R2 5✉❡ ❧✬♦♥
♥❡ ❝♦♥♥❛✐1 ♣❛/ ♣8:❝✐/:♠❡♥1✳
❆✜♥ ❞❡ /✐♠♣❧✐✜❡8 ❧✬:1✉❞❡✱ ♥♦✉/ /✉♣♣♦/♦♥/ 5✉❡ ❧❛ ✈❛♥♥❡ V1 ❡1 ❧❛ ✈❛♥♥❡ V2 /♦♥1 ❝♦♥/1❛♠✲
♠❡♥1 ♦✉✈❡81❡/ ❞❛♥/ ✉♥ ♣8❡♠✐❡8 1❡♠♣/✳ C♦✉8 ❧✬✐♥/1❛♥1✱ ❝♦♥/✐❞:8♦♥/ 5✉❡ ❧❡ ♠♦❞2❧❡ ❞❡ ❜♦♥
❝♦♠♣♦81❡♠❡♥1 ❞❡ ❝❡ /②/12♠❡ /1❛1✐5✉❡ ❞❡ ❞❡✉① ❜❛❝/ ❡/1 8❡♣8:/❡♥1: ♣❛8 ❧❡/ ❝♦♥18❛✐♥1❡/ /✉✐✲
✈❛♥1❡/✱ ❧✬♦❜1❡♥1✐♦♥ ❞❡ ❝❡ /②/12♠❡ /❡8❛ ❞:✈❡❧♦♣♣: ❞❡ ♠❛♥✐28❡ ❝♦♠♣❧21❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❤❛♣✐18❡
✭✻✮ ✿
r0 : −0.01 ∗ x1 + 0.01 ∗ x2 + 0.1 ∗ y1 = 0
r1 : 0.01 ∗ x1 − 0.11 ∗ x2 = 0
r2 : y2 − x1 − x2 = 0
r3 : y3 − x2 = 0 ✭✹✳✸✮
♦H x1✱ x2 8❡♣8:/❡♥1❡♥1 8❡/♣❡❝1✐✈❡♠❡♥1 ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣8♦❞✉✐1/ 1♦①✐5✉❡/ ❞❛♥/ ❧❡/ 8:/❡8✈♦✐8/
R1✱ R2 I 1♦✉1 ✐♥/1❛♥1 ❡1 /✉♣♣♦/♦♥/ 5✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣♦//2❞❡ ♣❛/ ❝❡/ ✐♥❢♦8♠❛1✐♦♥/✳ ▲❡/
♣❛8❛♠218❡/ ❞✉ ♠♦❞2❧❡ /♦♥1 ♣8✐/ ❞❡ ♠❛♥✐28❡ /✐♠♣❧✐/1❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❜✉1 ❞❡ ❢❛❝✐❧✐1❡8 ❧✬❡①♣❧✐❝❛1✐♦♥
❞❡ ♥♦18❡ ❛♣♣8♦❝❤❡✳ ❆✈❡❝ ❧❡/ ♥♦1❛1✐♦♥/ ✐♥18♦❞✉✐1❡/ ♣8:❝:❞❡♠♠❡♥1✱ ♦♥ ♣❡✉1 8❡♣8:/❡♥1❡8 ❝❡1
❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥18❛✐♥1/ ❝♦♠♠❡ ✿ ❈ ❂ ④c0, c1, c2, c3⑥ ❀ var✭❈ ✮ ❂ ④ ❳ ∪ ❨ ⑥ ❛✈❡❝ ❳ ❂
④x1, x2⑥ ❡1 ❨ ❂ ④y1, y2, y3⑥✳
❈❧❛//✐5✉❡♠❡♥1 I ♣❛81✐8 ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦81❡♠❡♥1✱ ❧❡ ❜✉1 ❡/1 ❞❡ ❣:♥:8❡8 ❧❡/
❘❘❆ ♣♦✉8 ♣♦✉✈♦✐8 ❢❛✐8❡ ❞❡/ 1❡/1/ ❞❡ ❝♦❤:8❡♥❝❡ ♣❛8 ❧❛ /✉✐1❡✳ ❆ /❛✈♦✐8 5✉✬✉♥❡ ❘❘❆ ♥❡ ♣❡✉1
✺✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧❛%✐♦♥1 ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡1 ❞❛♥1 ❧❡
❝❛1 1%❛%✐5✉❡
❝♦♥%❡♥✐( )✉❡ ❞❡, ✈❛(✐❛❜❧❡, ♠❡,✉(2❡, ♣♦✉( ♣♦✉✈♦✐( ❡♥ ✈2(✐✜❛♥% ❧❛ ❝♦❤2(❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡,% ❞♦♥❝ ♥2✲
❝❡,,❛✐(❡ ❞❡ ❝❤❡(❝❤❡( 8 2❧✐♠✐♥❡( %♦✉%❡, ❧❡, ✈❛(✐❛❜❧❡, ✐♥❝♦♥♥✉❡, ♣(2,❡♥%2, ❞❛♥, ❧❡, ❝♦♥%(❛✐♥%❡,✳
▲✬2❧✐♠✐♥❛%✐♦♥ ♥❡ ,✐❣♥✐✜❡ ♣❛, ❞❡ ❧❡, ,✉♣♣(✐♠❡( ❢♦(♠❡❧❧❡♠❡♥%✱ ♠❛✐, ❞✬>%(❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①✲
♣❧✐)✉❡( ❧❡, ✈❛(✐❛❜❧❡, ✐♥❝♦♥♥✉❡, ✈✐❛ ❧❡, ❞✐✛2(❡♥%❡, ❝♦♥%(❛✐♥%❡,✳ ❆✉ ❢✉( ❡% 8 ♠❡,✉(❡✱ ❡♥
❝❤❡(❝❤❛♥% 8 ,✉❜,%✐%✉❡( ❧❡, ✈❛(✐❛❜❧❡, ✐♥❝♦♥♥✉❡, ♣❛( ❧❡, ❝♦♥%(❛✐♥%❡, ❥✉,)✉✬8 ❝❡ )✉✬✐❧ ♥✬② ❡♥
❛✐% ♣❧✉,✱ ♦♥ ❛((✐✈❡(❛ 8 ❣2♥2(❡( ❧❡, (❡❧❛%✐♦♥, ❞❡ (❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❛♥❛❧②%✐)✉❡ ❝♦♥%❡♥❛♥% ,❡✉❧❡♠❡♥%
❧❡, ✈❛(✐❛❜❧❡, ♠❡,✉(2❡, ❡% ❞❡, ✈❛(✐❛❜❧❡, ✐♥✐%✐❛❧❡♠❡♥% ✐♥❝♦♥♥✉❡, ❡% ♠❛✐♥%❡♥❛♥% ❡①♣❧✐)✉2❡,✳
D❛( ❝♦♥,2)✉❡♥%✱ ✉♥❡ ❘❘❆ ♥✬❡,% (✐❡♥ ❞✬❛✉%(❡ )✉✬✉♥ ,♦✉, ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥%(❛✐♥%❡,✱ )✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉% ♥♦%2 ❈
′
✱ )✉✐ ❝♦♥%✐❡♥% ✉♥ ,♦✉, ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛(✐❛❜❧❡, ♠❡,✉(2❡,✱ ♥♦%2 ❨
′
✱ ❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡,✱
❳
′
❡①♣❧✐)✉2❡,✳
❘❡♠❛$%✉❡ ✷ ❯♥❡ ❘❘❆ ❡%& ❞✐&❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❧♦-%.✉❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥&-❛✐♥&❡% ❈
′
❞❡ ❝❡&&❡
❘❘❆ ❝♦♥&✐❡♥& ❛✉&❛♥& ❞❡ ❝♦♥&-❛✐♥&❡% .✉❡ ❞❡ ✈❛-✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡% ❳
′
✱ ❞❛♥% ❈
′
✱ ✰ ✶✳
❊✛❡❝%✐✈❡♠❡♥%✱ ♦♥ ♣❡✉% ❞2❝♦♠♣♦,❡( ✉♥❡ ❘❘❆ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛(%✐❡, ✿ ❧❛ ♣(❡♠✐H(❡ ♥❡ ,❡(%
)✉✬8 ❞2❞✉✐(❡ ❧❡, ✈❛(✐❛❜❧❡, ✐♥❝♦♥♥✉❡, %❛♥❞✐, )✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐H♠❡ ♥♦✉, ♣❡(♠❡% ❞❡ (❡✲✈❛❧✐❞❡(
❧❡, (2,✉❧%❛%, )✉✐ ,♦♥% ✐,,✉, ❞❡ ❧❛ ♣(❡♠✐H(❡ ♣❛(%✐❡✳ ❈✬❡,% ❝❡%%❡ ,❡❝♦♥❞❡ ♣❛(%✐❡ )✉✐ ❣2♥H(❡
❞❡ ❧❛ (❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦(♠❛%✐♦♥✳ ❉❛♥, ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉( ❞❡, ❝❛,✱ ❡♥ ♥❡ ♣(❡♥❛♥% ♣❛, ❡♥ ❝♦♠♣%❡
❧❡, ❞✐✣❝✉❧%2, ❞❡ ❧✬✐♥✈❡(,✐❜✐❧✐%2✴❧✬✐,♦❧❛❜✐❧✐%2 ❞❡ ✈❛(✐❛❜❧❡, ✐♥❝♦♥♥✉❡, ❞❛♥, ❞❡, (❡❧❛%✐♦♥,
❛♥❛❧②%✐)✉❡,✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ♥2❝❡,,❛✐(❡ ♣♦✉( ❞2❞✉✐(❡ ❧❡, ✈❛(✐❛❜❧❡, ✐♥❝♦♥♥✉❡, ❡,% )✉❡ ❧❡
♥♦♠❜(❡ ❞❡ ✈❛(✐❛❜❧❡, ✐♥❝♦♥♥✉❡, ,♦✐% 2❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❝♦♥%(❛✐♥%❡,✳ ❊% ✐❧ ,✉✣% ❞✬❛✈♦✐(
,❡✉❧❡♠❡♥% ✉♥❡ ❝♦♥%(❛✐♥%❡ ❞❡ ♣❧✉, ♣♦✉( ❧❛ ♣❛(%✐❡ ❞❡ (❡❞♦♥❞❛♥❝❡✳
❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞2❧✐,❡( ❧❡ ♠♦❞H❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦(%❡♠❡♥% ❞✉ ,②,%H♠❡✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ❛❞♦♣%2
❧❡ ❣(❛♣❤❡ ❜✐♣❛(%✐❡ ♣♦✉( ❧❛ (❡♣(2,❡♥%❛%✐♦♥ ,%(✉❝%✉(❡❧❧❡✱ ❝❡ )✉✐ ♥♦✉, ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❣(❛♣❤❡ ✭✹✳✷✮
,✉✐✈❛♥% ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✭✹✳✸✮ ♣(♦♣♦,2✳
▲❡, (♦♥❞, ❝♦((❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ✈❛(✐❛❜❧❡, ❡% ❧❡, (❡❝%❛♥❣❧❡, ❝♦((❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ❝♦♥%(❛✐♥%❡,
❡♥%(❡ ❧❡, ✈❛(✐❛❜❧❡, ❞✉ ♠♦❞H❧❡✳ ❖♥ ✈❛ ♣❛,,❡( ♠❛✐♥%❡♥❛♥% 8 ❧✬❛❧❣♦(✐%❤♠❡ )✉✐ ♣❡(♠❡% ❞❡
♣❛(❝♦✉(✐( ❧❡ ❣(❛♣❤❡ ♣♦✉( ❣2♥2(❡( ❧❡, ❘❘❆❙ ,♦✉, ❢♦(♠❡ ❞❡, ❞✐✛2(❡♥%, ❡♥,❡♠❜❧❡, ♠✐♥✐♠❛✉①
❞❡ ❝♦♥%(❛✐♥%❡, ❈
′
✳
✷✳✸ ❆❧❣♦'✐)❤♠❡
❆✈❛♥% ❞❡ ♣(2,❡♥%❡( ♥♦%(❡ ❛❧❣♦(✐%❤♠❡ )✉✐ ♣❡(♠❡% ❞❡ ❣2♥2(❡( ❧❡, ❘❘❆✱ ❞♦♥♥♦♥, )✉❡❧)✉❡,
❞2✜♥✐%✐♦♥, ✉%✐❧❡, ♣♦✉( ❧❛ ❝♦♠♣(2❤❡♥,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦(✐%❤♠❡
❉)✜♥✐-✐♦♥ ✶✹ ❙✬✐❧ ❡①✐%&❡ ✉♥❡ ❝♦♥&-❛✐♥&❡ cj &❡❧❧❡ .✉✬✉♥❡ ✈❛-✐❛❜❧❡ vi ❛♣♣❛-&✐❡♥& ; ❝❡&&❡
❝♦♥&-❛✐♥&❡ cj✱ ❛❧♦-% ❧❛ ✈❛-✐❛❜❧❡ vi ❡%& ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡ %②♠❜♦❧✐.✉❡♠❡♥& ♣❛- ❧❛ ❝♦♥&-❛✐♥&❡ cj ;
♣❛-&✐- ❞❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛-✐❛❜❧❡% var(cj) ✲ {vi}
▲❛ ♥♦%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣❧✐❝❛%✐♦♥ ,②♠❜♦❧✐)✉❡ ,✐❣♥✐✜❡ )✉✬✉♥❡ ✈❛(✐❛❜❧❡ vi ❡,% %♦✉❥♦✉(, ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡
✈✐❛ ✉♥❡ ❝♦♥%(❛✐♥%❡ ❡% ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛(✐❛❜❧❡, var(cj) ✲ {vi} )✉❡❧❧❡ )✉❡ ,♦✐% ,❛ ♥❛%✉(❡✱ ②
❝♦♠♣(✐, ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❛❜✐❧✐%2 ✭✐♥✈❡(,✐❜✐❧✐%2✮ ❡% ❧✬✐,♦❧❛❜✐❧✐%2 ❞❡ ❧❛ ✈❛(✐❛❜❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐%✱ ❝❡%%❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥
✺✼
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ✕ ❘❡♣)*+❡♥-❛-✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞4❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦)-❡♠❡♥- +♦✉+ ❧❛ ❢♦)♠❡ ❞✬✉♥ ❣)❛♣❤❡
❜✐♣❛)-✐
❡+- ♥*❝❡++❛✐)❡ ♣♦✉) ❡①♣❧✐=✉❡) ✉♥❡ ✈❛)✐❛❜❧❡ ♠❛✐+ ❡❧❧❡ ♥✬❡+- ♣❛+ +✉✣+❛♥-❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠❜❧❡) ❝❡
♠❛♥=✉❡✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ✉-✐❧✐+* ❧❡+ ♠*-❤♦❞❡+ ❞✬✐♥✈❡)+✐♦♥ ❞✬❡♥+❡♠❜❧✐+-❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣)♦❝❤❡ ✐♥-❡)✈❛❧❧❡
=✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♣)*+❡♥-❡) ❞❛♥+ ❧❡ ❝❤❛♣✐-)❡ ♣)♦❝❤❛✐♥ =✉✐ ❡+- )*+❡)✈* C ❧✬*✈❛❧✉❛-✐♦♥ ❞❡ ♥♦+ ❘❘❆+✳
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✺ ◆♦"♦♥$ ❈
′
✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥",❛✐♥"❡$✱ ✉♥❡ $✉❜$"✐"✉"✐♦♥ $②♠❜♦❧✐1✉❡ ❞✬✉♥❡
✈❛,✐❛❜❧❡ vi ❞❡ ❈
′
❝♦♥$✐$"❡ 4 ❝❤❡,❝❤❡, ✉♥❡ ❝♦♥",❛✐♥"❡ cj✱ 1✉✐ ♥✬❡$" ♣❛$ ❞❛♥$ ❈
′
✱ "❡❧❧❡ 1✉❡
vi $♦✐" ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣❛, cj✳
▲❛ +✉❜+-✐-✉-✐♦♥ +②♠❜♦❧✐=✉❡ ♥♦✉+ ♣❡)♠❡- ❞✬✉-✐❧✐+❡) ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡+ ❝♦♥-)❛✐♥-❡+ +✉) ❧❡
♣❛)❝♦✉)+ ❞❡ ❣)❛♣❤❡ ♣♦✉) ❡①♣❧✐=✉❡)✱ ❛✉ ❢✉) ❡- C ♠❡+✉)❡✱ ❧❡+ ✈❛)✐❛❜❧❡+ ✐♥❝♦♥♥✉❡+ ❛✜♥ ❞❡
❝♦♥+-)✉✐)❡ ✉♥❡ ❘❘❆✳ F♦✉) ✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥-)❛✐♥-❡+ ❈
′
✱ ♥♦-♦♥+ ❨
′
❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ✈❛✲
)✐❛❜❧❡+ ♠❡+✉)*❡+✱ ♦✉ =✉✐ +♦♥- ❞*❥C +✉❜+-✐-✉*❡+✱ ♥♦-♦♥+ ❳
′
❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛)✐❛❜❧❡+ ✐♥❝♦♥♥✉❡+
C +✉❜+-✐-✉❡)✳ ❉✉)❛♥- ❧❛ +✉❜+-✐-✉-✐♦♥✱ ❧♦)+=✉✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥-)❛✐♥-❡ cj ❡+- ❛❥♦✉-*❡ ❞❛♥+
❈
′
✱ ❛❧♦)+ vi +❡)❛ ❛❥♦✉-*❡ ❞❛♥+ ❨
′
✳ ◆♦-♦♥+ var✭❈
′
✮ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ✈❛)✐❛❜❧❡+ ❛♣♣❛)-❡♥❛♥-
C ❈
′
✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ❝❤❛=✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥-)❛✐♥-❡ cj ❛❥♦✉-*❡ ♣❡✉- ❝♦♥-❡♥✐) ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡+ ✈❛)✐❛❜❧❡+
♠❡+✉)*❡+ ❛✉-)❡+ =✉❡ vi✱ ♥♦-♦♥+ ❞♦♥❝ varme (cj) ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡+ ✈❛)✐❛❜❧❡+✳
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✻ ▲❛ $✉❜$"✐"✉"✐♦♥ $②♠❜♦❧✐1✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ vi ♣❛, ❧❛ ❝♦♥",❛✐♥"❡ cj ❝♦♥$✐$"❡
4 ❢❛✐,❡ ✉♥❡ ",❛♥$❢♦,♠❛"✐♦♥ ❞❡ ❈
′
❝♦♠♠❡ $✉✐" ✿
❈
′
❂ ❈
′ ∪ {cj}
❨
′
❂ ❨
′ ∪ {vi} ∪ varme(cj)
❳
′
❂ ✈❛,✭❈
′
✮ ✲ ❨
′
❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉- ❧❡ ❝♦♥+-❛-❡)✱ ❧✬*❧✐♠✐♥❛-✐♦♥ ❞❡+ ✈❛)✐❛❜❧❡+ ✐♥❝♦♥♥✉❡+ ♥✬❡+- ♣❛+ ❢❛✐-❡
❞❡ ♠❛♥✐4)❡ ❢♦)♠❡❧❧❡ ❞❛♥+ ♥♦-)❡ ♠*-❤♦❞❡ ♠❛✐+ ❞❡ ♠❛♥✐4)❡ +②♠❜♦❧✐=✉❡✳ ❈✬❡+- ♣♦✉) ❝❡--❡
✺✽
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧❛%✐♦♥1 ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡1 ❞❛♥1 ❧❡
❝❛1 1%❛%✐5✉❡
"❛✐%♦♥ (✉❡ ♥♦✉% ❛♣♣❡❧♦♥% ♥♦% ❞✐✛/"❡♥0% ❡♥%❡♠❜❧❡% ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ ❝♦♥0"❛✐♥0❡% ❈
′
♣❛" ❧❡
♥♦♠ ✿ ✧❘❡❧❛$✐♦♥( ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②$✐-✉❡ ❙②♠❜♦❧✐-✉❡ ✭❘❘❆❙✮✧✳
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✼ ❯♥❡ ❘❘❆❙ ❡($ ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥$5❛✐♥$❡( ❈
′
-✉✐ ♣❡5♠❡$ ❞❡ ❣8♥85❡5 ✉♥❡
❘❘❆ ♠❛✐( ❧❡( ✐♥❢♦5♠❛$✐♦♥( (✉5 ❧❛ ❢❛:♦♥ ❞♦♥$ ❧❡( ✈❛5✐❛❜❧❡( (♦♥$ ❝♦♠❜✐♥8❡( ❛♥❛❧②$✐-✉❡♠❡♥$
♣♦✉5 ❧✬8$❛❜❧✐5 ♥❡ (♦♥$ ♣❛( ♥8❝❡((❛✐5❡(✳
❆ ♣❛"0✐" ❞❡ ❝❡% ❞/✜♥✐0✐♦♥% ✭✶✹✮✱✭✶✺✮✱✭✶✻✮✱✭✶✼✮✱ ♦♥ ♣❡✉0 ❛❧♦"% ♣❛"❝♦✉"✐" ❧❡ ❣"❛♣❤❡ ❛✜♥ ❞❡
❣/♥/"❡" ❧❡% ❘❘❆❙ ♥/❝❡%%❛✐"❡% ♣♦✉" ❧❡% 0❡%0% ❞❡ ❝♦❤/"❡♥❝❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐0✐♦♥ ♣♦✉" ❝♦♠♠❡♥❝❡"
✉♥ ♣❛"❝♦✉"% ❡%0 ❞✬✉0✐❧✐%❡" ✉♥❡ ❝♦♥0"❛✐♥0❡ ❝♦♥0❡♥❛♥0 ❛✉ ♠♦✐♥% ✉♥❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ♠❡%✉"/❡ ❛✈❡❝
❞❡% ✈❛"✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡% ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥0 ❞❡ ❞/♣❛"0✳ ▲❡ ❢❛✐0 ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡" ♣❛" ✉♥❡ 0❡❧❧❡
❝♦♥0"❛✐♥0❡ cj ♣❛" ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉% ♣❡"♠❡0 ❞✬✐♥✐0✐❛❧✐%❡" ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ❝♦♥0"❛✐♥0❡% ❞❛♥% ❈
′
I ✶
❂ {cj} ❡0 ❳′ ❡%0 ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛"✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡% ❞❡ cj I %✉❜%0✐0✉❡"✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡% ❞/✜♥✐0✐♦♥%
✭✶✹✮✱✭✶✺✮ ❡0 ✭✶✻✮✱ ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐" ❝❤❡"❝❤❡" ❞✐✛/"❡♥0❡% ❝♦♥0"❛✐♥0❡% ♣♦✉" %✉❜%0✐0✉❡" 0♦✉0❡% ❧❡%
✈❛"✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡% ❞❛♥% ❳
′
✳ ❈❡❧❛ ♣❡"♠❡00"❛ ❞✬❛✈♦✐" ❛✉0❛♥0 ❞❡ ❝♦♥0"❛✐♥0❡% ❞✐✛/"❡♥0❡% (✉❡
❞❡ ✈❛"✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡%✳ L❛" ❝♦♥%/(✉❡♥0✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ♦❜0❡♥✐" I ❧❛ ✜♥ (✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ❞❡
❝♦♥0"❛✐♥0❡% ❞❛♥% ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❈
′
❡%0 /❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ✈❛"✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡% ❞❛♥% ❳
′
♣❧✉%
✶✱ ❝❡ (✉✐ ❝♦""❡%♣♦♥❞ I ❧❛ "❡♠❛"(✉❡ ✭✷✮ ♣"/❝/❞❡♥0❡✳
■❧ ❡%0 ✐♥0/"❡%%❛♥0 ❞❡ ♥♦0❡"✱ ✈✐❛ ❧❛ ❞/✜♥✐0✐♦♥ ✭✶✻✮✱ (✉✬✉♥❡ ❝♦♥0"❛✐♥0❡ cj ♥❡ %❡"0 I
❡①♣❧✐(✉❡" (✉✬✉♥❡ %❡✉❧❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ vi✳ ❯♥❡ ❢♦✐% (✉✬❡❧❧❡ ❡%0 ✉0✐❧✐%/❡ ♣♦✉" ❝♦♥%0"✉✐"❡
✉♥❡ ❘❘❆❙ ❞♦♥♥/❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ %❡"❛ ♣❧✉% "/✉0✐❧✐%/❡ ♣♦✉" ❡①♣❧✐(✉❡" ✉♥❡ ❛✉0"❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳
L❛" ❝♦♥%/(✉❡♥0✱ ❧✬❛❧❣♦"✐0❤♠❡ ✈❛ ♠❛"(✉❡"✱ ❛✉ ❢✉" ❡0 I ♠❡%✉"❡✱ ❧❡% ❝♦♥0"❛✐♥0❡% (✉✬✐❧ ❛ ✈✐%✐0/
❝❡ (✉✐ /✈✐0❡ ❝♦♠♣❧P0❡♠❡♥0 ❧❡% ❜♦✉❝❧❡% ✐♥✜♥✐❡% ❞✉"❛♥0 ❧❛ "❡❝❤❡"❝❤❡✳
❉❡ ♣❧✉%✱ ❧♦"%(✉✬✉♥❡ ❝♦♥0"❛✐♥0❡ ❡%0 ✉0✐❧✐%/❡ ♣♦✉" ❝♦♠♠❡♥❝❡" ✉♥ ♣❛"❝♦✉"%✱ ❛❧♦"% ❡❧❧❡
❡%0 %✉♣♣"✐♠/❡ ❞❛♥% ❧❛ ❧✐%0❡ ❞❡% ❝♦♥0"❛✐♥0❡% %❡"✈❛♥0 I ❧❛ ❝♦♥%0"✉❝0✐♦♥ ❞❡% ❘❘❆❙ ❧♦"%
❞❡% ♣"♦❝❤❛✐♥% ♣❛"❝♦✉"%✳ ▲❛ "❛✐%♦♥ ❡%0 (✉❡ 0♦✉0❡% ❧❡% ✐♥❢♦"♠❛0✐♦♥% (✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣♦"0❡ ♣♦✉"
❡①♣❧✐(✉❡" ❧❡% ✈❛"✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡% (✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥0✐❡♥0✱ %♦♥0 ❝♦♥%✐❞/"/❡% ❡①♣❧♦✐0/❡%✳ ●"S❝❡ I
❝❡00❡ ♣"♦♣"✐/0/✱ ❧✬❛❧❣♦"✐0❤♠❡ ❝♦♥✈❡"❣❡ "❛♣✐❞❡♠❡♥0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐0/ ♣❧✉% ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛
(✉❡%0✐♦♥ ❝♦♥❝❡"♥❛♥0 ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐0/ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦"✐0❤♠❡ ❞❡ ♥♦0"❡ ♠/0❤♦❞❡ %❡"❛ ❛❜♦"❞/❡ ❞❛♥%
✉♥ ♣"♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐0"❡✳
◆♦0"❡ ❛❧❣♦"✐0❤♠❡ ❡%0 ❞✐✈✐%/ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛"0✐❡% ✿
✶✳ ✉♥ ❛❧❣♦"✐0❤♠❡ ♣❡"♠❡0 ❞❡ ♥❡ ♣"❡♥❞"❡ ❡♥ ❝♦♠♣0❡ (✉❡ ❞❡% ❝♦♥0"❛✐♥0❡% ❝♦♥0❡♥❛♥0 ❛✉
♠♦✐♥% ✉♥❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ♠❡%✉"/❡ ♣♦✉" ❞/❜✉0❡" ✉♥ ♣❛"❝♦✉"% ❞❡ "❡❝❤❡"❝❤❡ ✭❆❧❣♦"✐0❤♠❡✭✷✮✮✳
✷✳ ✉♥❡ ♣"♦❝/❞✉"❡ ♣"✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣❡"♠❡0 ❞❡ ❣/♥/"❡" ❧❡% ❞✐✛/"❡♥0❡% ❘❘❆❙% ❞✉ ♠♦❞P❧❡ ✭L"♦✲
❝/❞✉"❡✭✸✮✮✳
❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ✐❧❧✉%0"❡" ❧❡ ❢♦♥❝0✐♦♥♥❡♠❡♥0 ❞❡ ❝❡0 ❛❧❣♦"✐0❤♠❡✱ ♦♥ ✈❛ ❧✬❛♣♣❧✐(✉❡" %✉"
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✭✹✳✸✮✳
✺✾
❆❧❣♦$✐&❤♠ ✷ ●#♥#%❡% ❞❡( ❘❘❆❙
❢♦$ ❡❛❝❤ ❝♦♥(0%❛✐♥0 cj ✇❤✐❝❤ ❝♦♥0❛✐♥( ❛0 ❧❡❛(0 ♦♥❡ ❦♥♦✇♥ ✈❛%✐❛❜❧❡ ❞♦
■♥✐0✐❛❧✐③❡ ❈
′
❂ ④cj⑥
■♥✐0✐❛❧✐③❡ ❨
′
❂ varme(cj)
■♥✐0✐❛❧✐③❡ ❳
′
❂ ✈❛%✭❈
′
✮ ✲ ❨
′
■♥✐0✐❛❧✐③❡ ListeRRAS ❂ {}
ListeRRAS ❂ ❚%♦✉✈❡%✲❘❘❆❙✭❨
′
❀❳
′
❀❈
′
✮ ∪ ListeRRAS
❡♥❞ ❢♦$
.$♦❝❡❞✉$❡ ✸ ❚%♦✉✈❡%✲❘❘❆❙✭❨
′
❀❳
′
❀❈
′
✮
✐❢ ❳
′
❂ {} &❤❡♥
$❡&✉$♥ ❘❘❆❙ ❂ ❈
′
❡❧2❡
■♥✐0✐❛❧✐③❡ ListeRRAS ❂ {}
❢♦$ ❡❛❝❤ ✈❛%✐❛❜❧❡ xi ∈ ❳′ ❞♦
❢♦$ ❡❛❝❤ ❝♦♥(0%❛✐♥0 cj ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ xi ❞♦
✐❢ cj /∈ ❈′ &❤❡♥
❈
′
❂ ❈
′ ∪ {cj}
❨
′
❂ ❨
′ ∪ {vi} ∪ varme(cj)
❳
′
❂ ✈❛%✭❈
′
✮ ✲ ❨
′
❚%♦✉✈❡%✲❘❘❆❙✭❨
′
❀❳
′
❀❈
′
✮ ④❊❛❝❤ ♦❜0❛✐♥❡❞ ❘❘❆❙ ✐( ❛❞❞❡❞ ✐♥0♦ 0❤❡ (❡0 ♦❢
(♦❧✉0✐♦♥( ListeRRAS⑥
✐❢ ❘❘❆❙ ❣❡♥❡%❛0❡❞ /∈ ListeRRAS &❤❡♥
ListeRRAS ❂ ListeRRAS ∪ ❘❘❆❙
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦$
❡♥❞ ❢♦$
❡♥❞ ✐❢
$❡&✉$♥ ListeRRAS
✷✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉+,-❛,✐❢
❘❡♣%❡♥♦♥( ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✭✹✳✸✮ ♣♦✉% ❣#♥#%❡% ❧❡( ❘❘❆❙✳ ❖♥ ♦❜0✐❡♥0 ❧❡( %#(✉❧0❛0( ✜♥❛✉①
(✉✐✈❛♥0( ✿
✕ ❘❘❆❙1❂④c0, c1, c2⑥
✕ ❘❘❆❙2❂④c0, c1, c3⑥
✕ ❘❘❆❙3❂④c0, c2, c3⑥
✕ ❘❘❆❙4❂④c1, c2, c3⑥
❊①♣❧✐P✉♦♥( ❝♦♠♠❡♥0 ❝❡( %#(✉❧0❛0( (♦♥0 ❣#♥#%#(✳ ❚♦✉0 ❞✬❛❜♦%❞✱ ♣♦✉% ❞#♠❛%%❡% ❧✬❛❧❣♦%✐0❤♠❡✱
♦♥ ✐♥✐0✐❛❧✐(❡ ❧❡( ❡♥(❡♠❜❧❡( (✉✐✈❛♥0( R ✈✐❞❡ ✿
✕ ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ❝♦♥0%❛✐♥0❡( ❢♦%♠❛♥0 ✉♥❡ ❘❘❆❙ ✿ ❈
′
❂ ④∅⑥
✻✵
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧❛%✐♦♥1 ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡1 ❞❛♥1 ❧❡
❝❛1 1%❛%✐5✉❡
✕ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ✈❛-✐❛❜❧❡' /✉✐ '♦♥2 ♠❡'✉-3❡' ♦✉ ❜✐❡♥ '✉❜'2✐2✉3❡' ✿❨
′
❂ ④∅⑥
✕ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ✈❛-✐❛❜❧❡' 8 '✉❜'2✐2✉❡- ✿ ❳
′
❂ ④∅⑥
❉❡✉①✐;♠❡♠❡♥2✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐2✐♦♥ /✉✐ ❝♦♥'✐'2❡ 8 ♥❡ ♣-❡♥❞-❡ ❡♥ ❝♦♠♣2❡ /✉❡ ❞❡' ❝♦♥2-❛✐♥2❡' /✉✐
❝♦♥2✐❡♥♥❡♥2 ❛✉ ♠♦✐♥' ✉♥❡ ✈❛-✐❛❜❧❡ ♠❡'✉-3❡ ♥♦✉' ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐'2❡ ✿ {c0, c2, c3}✳ ❈❡❧❛ ✈❡✉2 ❞✐-❡
/✉❡ ♥♦2-❡ ❛❧❣♦-✐2❤♠❡ ✈❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡-✱ ❛✉ ❢✉- ❡2 8 ♠❡'✉-❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬✉♥❡ ❞❡' ❝♦♥2-❛✐♥2❡' /✉✐ '❡
2-♦✉✈❡♥2 ❞❛♥' ❝❡22❡ ❧✐'2❡✳
❊♥'✉✐2❡✱ ❡♥ ♣❛-❝♦✉-❛♥2 ❧❡ ❣-❛♣❤❡ ❜✐♣❛-2✐ ❡2 ❡♥ ✉2✐❧✐'❛♥2 ❧❛ ♣-♦❝3❞✉-❡ ✭✸✮✱ ♦♥ ❝❤❡-❝❤❡
8 ❣3♥3-❡- 2♦✉2❡' ❧❡' ❘❘❆❙ ♣♦''✐❜❧❡' /✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉2 2-♦✉✈❡- ❡♥ ♣❛-2❛♥2 ❞❡ ❝❡22❡ ❝♦♥2-❛✐♥2❡
❡♥ /✉❡'2✐♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦✐' ❧❡ ♣❛-❝♦✉-' ❡'2 2❡-♠✐♥3✱ ❧✬❛❧❣♦-✐2❤♠❡ ✈❛ ♥♦✉' ❞♦♥♥❡- ✉♥❡ ❧✐'2❡ ❞❡'
❘❘❆❙ ❣3♥3-3❡' ❡♥ '♦-2✐❡✱ ♦✉ ✈✐❞❡ '✬✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛ ♣❛'✳
 ❛"❝♦✉"& ✶ ✿ ❧✬❛❧❣♦"✐-❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥-"❛✐♥-❡ c0 /✉✐ ❝♦♥2✐❡♥2 ❧❛
✈❛-✐❛❜❧❡ ♠❡'✉-3❡ y1✳ ▲❛ ♣-❡♠✐;-❡ ✐23-❛2✐♦♥ ❝♦♥'✐'2❡ 8 ❛❥♦✉2❡- ❧❛ ❝♦♥2-❛✐♥2❡ c0 ❞❛♥' ❈
′
✿ ❈
′
❂ {c0}✱ ♣✉✐' 8 ❛❥♦✉2❡- ❧❛ ✈❛-✐❛❜❧❡ ♠❡'✉-3❡ y1 ❞❛♥' ❨′ ✿ ❨′ ❂ {y1}✱ ❡2 ✜♥❛❧❡♠❡♥2 ❛❥♦✉2❡-
2♦✉2❡' ❧❡' ✈❛-✐❛❜❧❡' ✐♥❝♦♥♥✉❡' /✉✐ ❛♣♣❛-2✐❡♥♥❡♥2 8 {c0} ❞❛♥' ❳′ ✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉--❡♥❝❡✱ ❝❡ '♦♥2
❧❡' ✈❛-✐❛❜❧❡' x1 ❡2 x2✱ ❞♦♥❝ ❳
′
❂ {x1, x2}✳ ▲❡ ❜✉2 ❞❡ ❧❛ ♣-♦❝3❞✉-❡ /✉✐ ❡'2 ✉2✐❧✐'3❡ ♣❛- ❧❛
'✉✐2❡✱ ❝♦♥'✐'2❡ 8 ❝❤❡-❝❤❡- ❧❡' ❝♦♥2-❛✐♥2❡' ♣❡-♠❡22❛♥2 ❞❡ '✉❜'2✐2✉❡- '②♠❜♦❧✐/✉❡♠❡♥2 ❧❡'
✈❛-✐❛❜❧❡' ✐♥❝♦♥♥✉❡' ❞❡ ❳
′
✳
▼❛✐♥2❡♥❛♥2✱ ✐❧ ♥♦✉' ❢❛✉2 ❝❤❡-❝❤❡- 8 '✉❜'2✐2✉❡- ❞❡✉① ✈❛-✐❛❜❧❡' ✐♥❝♦♥♥✉❡' ❞❡ ❳
′
❂
{x1, x2}✳ ➚ ❝❡ '2❛❞❡✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ♣♦''✐❜✐❧✐23' ✿ '♦✐2 ♦♥ ❝❤❡-❝❤❡ 8 '✉❜'2✐2✉❡- ❞✬❛❜♦-❞ ❧❛
✈❛-✐❛❜❧❡ x1✱ '♦✐2 ❧❛ ✈❛-✐❛❜❧❡ x2✳ R❛- ❞3❢❛✉2✱ ❧❛ ♣-♦❝3❞✉-❡ ✈❛ ❝❤♦✐'✐- ❧❛ ♣-❡♠✐;-❡ ✈❛-✐❛❜❧❡
❞❡ ❳
′
♣♦✉- ❝♦♥2✐♥✉❡- 2♦✉2 ❡♥ ❣❛-❞❛♥2 ❡♥ -3'❡-✈❡ ❧❛ ♣♦''✐❜✐❧✐23 ❞❡ ♣❛-❝♦✉-✐- ❧❡ ❣-❛♣❤❡
❛✈❡❝ ❧✬❛✉2-❡ ✈❛-✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣-❡♠✐;-❡ ❜♦✉❝❧❡ ”❢♦"”✳ ❆ ♥♦2❡- /✉❡ ♣♦✉- ❝❤❛/✉❡ ❡''❛✐ ❞❡
❣3♥3-❛2✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❘❘❆❙✱ ❧❛ ♣-♦❝3❞✉-❡ ✈❛ ♠❛-/✉❡-✱ ❛✉ ❢✉- ❡2 8 ♠❡'✉-❡✱ ❧❡' ❝♦♥2-❛✐♥2❡' ❡2
❧❡' ✈❛-✐❛❜❧❡' ✈✐'✐23❡' ❛✜♥ ❞✬✐♥2❡-❞✐-❡ ❞❡ -❡♣❛''❡- ♣❛- ❝❡' ❝♦♥2-❛✐♥2❡' ❡2 ✈❛-✐❛❜❧❡'✲❧8✱ ❝❡❝✐
❛②❛♥2 ♣♦✉- ❜✉2 ❞✬3✈✐2❡- ❧❡' ❜♦✉❝❧❡'✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐2✐♦♥ ❞✬❛--T2 ❧♦-'/✉✬✉♥❡ ❘❘❆❙ ❡'2 ❣3♥3-3❡
❡'2 /✉❡ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛-✐❛❜❧❡' 8 '✉❜'2✐2✉❡- ❳
′
'♦✐2 ✈✐❞❡✳
❈♦♥'✐❞3-♦♥' /✉✬8 ❧✬✐23-❛2✐♦♥ '✉✐✈❛♥2❡✱ ❧❛ ♣-♦❝3❞✉-❡ ❝❤❡-❝❤❡ 8 ❡①♣❧✐/✉❡- x1✳ ❙❡❧♦♥
❧❡' ❞3✜♥✐2✐♦♥' ✭✶✹✮ ❡2 ✭✶✺✮✱ ❧❡' ❝♦♥2-❛✐♥2❡' /✉✐ '♦♥2 ❧✐3❡' 8 x1 ♣❡✉✈❡♥2 3✈❡♥2✉❡❧❧❡♠❡♥2
❧✬❡①♣❧✐/✉❡-✱ ❝❡ /✉✐ ♥♦✉' ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐'2❡ ❞❡' ❝♦♥2-❛✐♥2❡' ✿ {c1, c2}✳ ❈❡22❡ ❧✐'2❡ ♥♦✉' ♠♦♥2-❡
/✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ♣♦''✐❜✐❧✐23' ♣♦✉- ❡①♣❧✐/✉❡- '②♠❜♦❧✐/✉❡♠❡♥2 x1 ✿ '♦✐2 ♦♥ ✉2✐❧✐'❡ c1✱ '♦✐2 ♦♥
✉2✐❧✐'❡ c2✳ ▲❛ ♣-♦❝3❞✉-❡ ✈❛ ❝♦♥2✐♥✉❡- ❡♥ ❝❤♦✐'✐''❛♥2 ❧❛ ♣-❡♠✐;-❡ ❝♦♥2-❛✐♥2❡ ❞❛♥' ❧❛ ❧✐'2❡ ✿
c1 ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡✉①✐;♠❡ ❜♦✉❝❧❡ ”❢♦"”✳ ■❧ ❡'2 ✐♥23-❡''❛♥2 ❞❡ ♥♦2❡- /✉❡ ❧❡' ❞❡✉① ❜♦✉❝❧❡' ”❢♦"”
♥♦✉' ♣❡-♠❡22❡♥2 ❞✬❡①♣❧♦✐2❡- 2♦✉2❡' ❧❡' ♣♦''✐❜✐❧✐23' ❞❡ ❝♦♥'2-✉❝2✐♦♥ ❞❡' ❞✐✛3-❡♥2❡' ❘❘❆❙
♣♦''✐❜❧❡' ❞❛♥' ✉♥ ♣❛-❝♦✉-' ❞♦♥♥3✳ ▲❡ ❢❛✐2 ❞❡ ❝❤♦✐'✐- c1 ♣♦✉- ❡①♣❧✐/✉❡- x1 ♥♦✉' ♣❡-♠❡2 ❞❡
❢❛✐-❡ ❧❛ '✉❜'2✐2✉2✐♦♥ '②♠❜♦❧✐/✉❡ '✉✐✈❛♥2❡ ✿
❈
′
❂ ❈
′ ∪ {c1} ❂ ④c0, c1⑥
❨
′
❂ ❨
′ ∪ {x1} ∪ varme(c1) ❂ {y1, x1}
❳
′
❂ ✈❛-✭❈
′
✮ ✲ ❨
′
❂ {x2}
✻✶
❆ ❧✬✐&'(❛&✐♦♥ ,✉✐✈❛♥&❡✱ ❧❛ ♣(♦❝'❞✉(❡ ('❝✉(,✐✈❡ ❚(♦✉✈❡(✲❘❘❆❙✭❨
′
❀❳
′
❀❈
′
✮ ❡,& ❛♣♣❡❧'❡ ;
♥♦✉✈❡❛✉✳ ❆ ❝❡ ,&❛❞❡✱ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ✈❛(✐❛❜❧❡, ✐♥❝♦♥♥✉❡, ; ❡①♣❧✐@✉❡( ❳
′
♥✬❡,& ♣❛, ❡♥❝♦(❡
✈✐❞❡ ❳
′
❂ {x2} ❝❡ @✉✐ ♣❡(♠❡& ❞❡ ('♣'&❡( ❧❡, ✐&'(❛&✐♦♥, ♣('❝'❞❡♥&❡,✳ ▲❡ ❜✉& ❡,& ❞♦♥❝ ❞❡
❝❤❡(❝❤❡( ; ❡①♣❧✐@✉❡( ❧❛ ✈❛(✐❛❜❧❡ x2 (❡,&❛♥&❡✳ D❛,,♦♥, ♠❛✐♥&❡♥❛♥& ; ❧❛ ❞❡✉①✐E♠❡ ❜♦✉❝❧❡
”❢♦"”✱ ,❛❝❤❛♥& @✉❡ ❧❛ ❧✐,&❡ ❞❡, ❝♦♥&(❛✐♥&❡, @✉✐ ,♦♥& ❧✐'❡, ; ❝❡&&❡ ✈❛(✐❛❜❧❡ x2 ❡,& ✿ {c2, c3}
✭c1 ❡,& ❞'❥; ✉&✐❧✐,'❡ ; ❧✬✐&'(❛&✐♦♥ ♣('❝'❞❡♥&❡✮✱ ❧❛ ,✉❜,&✐&✉&✐♦♥ ,②♠❜♦❧✐@✉❡ ❡♥ ,'❧❡❝&✐♦♥♥❛♥&
❧❛ ♣(❡♠✐E(❡ ❝♦♥&(❛✐♥&❡ c2 ♣♦✉( ❡①♣❧✐@✉❡( x2 ❡,& ✿
❈
′
❂ ❈
′ ∪ {c2} ❂ ④c0, c1, c2⑥
❨
′
❂ ❨
′ ∪ {x2} ∪ varme(c2) ❂ {y1, y2, x1, x2}
❳
′
❂ ✈❛(✭❈
′
✮ ✲ ❨
′
❂ {∅}
❖♥ ♣❡✉& ❝♦♥,&❛&❡( @✉✬❡♥ ✉&✐❧✐,❛♥& c2 ; ❝❡&&❡ '&❛♣❡ ♣♦✉( ❡①♣❧✐@✉❡( x2✱ ♦♥ ❛((✐✈❡ ;
❡①♣❧✐@✉❡( ,②♠❜♦❧✐@✉❡♠❡♥& &♦✉&❡, ❧❡, ✈❛(✐❛❜❧❡, ✐♥❝♦♥♥✉❡, ❞❛♥, ❳
′
✳ ❈❡ @✉✐ ✈❡✉& ❞✐(❡ @✉✬❡♥
❛♣♣❡❧❛♥& ; ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ♣(♦❝'❞✉(❡ ❚(♦✉✈❡(✲❘❘❆❙✭❨
′
❀❳
′
❀❈
′
✮✱ ❧❛ ♣(❡♠✐E(❡ ❘❘❆❙ @✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉& ❣'♥'(❡( ❡,& ❞♦♥❝ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ❝♦♥&(❛✐♥&❡, ❘❘❆❙1 ✿ ④c0, c1, c2⑥✳ ❈❡ ♣❛(❝♦✉(, ❞❡
❣(❛♣❤❡ ❡,& ♣(',❡♥&' ,✉( ❧❛ ✜❣✉(❡ ,✉✐✈❛♥&❡ ✭❋✐❣✉(❡✭✹✳✸✮✮ ✿
❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✕ ●'♥'(❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣(❡♠✐E(❡ ❘❘❆❙ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥T❛♥& ❛✈❡❝ c0
▲❛ ✜❣✉(❡ ,✉✐✈❛♥&❡ ✈❛ ♣(',❡♥&❡( ❧❡ ♣❛(❝♦✉(, ♠❛✐, ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉&✐❧✐,❡( c2 ♣♦✉( ❡①♣❧✐@✉❡( x2✱
❧❛ ♣(♦❝'❞✉(❡ ❛ ✉&✐❧✐,' c3 ✭❋✐❣✉(❡✭✹✳✹✮✮ ✿
▲❛ ✜❣✉(❡ ✭✹✳✺✮ ♣(',❡♥&❡ ✉♥ ❛✉&(❡ ♣❛(❝♦✉(, ♣♦✉( ❣'♥'(❡( ✉♥❡ ❘❘❆❙ ❡♥ ♣❛(&❛♥& ❞❡ ❧❛
❝♦♥&(❛✐♥& c0 ♦V ❧❛ ✈❛(✐❛❜❧❡ x1 ❡,& ❡①♣❧✐@✉'❡ ♣❛( c2 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ c1 ✿
❉E, @✉❡ &♦✉&❡, ❧❡, ❘❘❆❙ ♣♦,,✐❜❧❡, ,♦♥& ❡①♣❧♦('❡, ❡♥ ❝♦♠♠❡♥T❛♥& ♣❛( ❧❛ ❝♦♥&(❛✐♥&❡
c0✱ ♦♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛, ❧❛ (❡♣(❡♥❞(❡ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ♣♦✉( ❧❛ (❡❝❤❡(❝❤❡ ❞❡, ❘❘❆❙ ❧♦(, ❞❡, ♣(♦❝❤❛✐♥,
♣❛(❝♦✉(,✳ ❈❡&&❡ ✜❣✉(❡ ♥♦✉, ♠♦♥&(❡ ❧❛ ❣'♥'(❛&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❘❘❆❙ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉
♣❛(❝♦✉(, @✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥&(❛✐♥&❡ c2 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ c0 ✭❋✐❣✉(❡✭✹✳✻✮✮ ✿
❋✐♥❛❧❡♠❡♥&✱ ❧❡ ♣❛(❝♦✉(, ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥&(❛✐♥&❡ c3 ♠❛✐, ♦♥ ♥❡ ♣❡✉& ❣'♥'(❡( ❛✉❝✉♥❡
❘❘❆❙ ✭; ❝❡ ,&❛❞❡✱ ❧❡, ❝♦♥&(❛✐♥&❡,✱ @✉✐ ,♦♥& ✉&✐❧✐,'❡, ♣♦✉( ❝♦♠♠❡♥❝❡( ❧❡ ♣❛(❝♦✉(,✱ ♥❡ ,♦♥&
♣❧✉, ♣(✐,❡, ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ♣♦✉( ❧❛ ❝♦♥,&(✉❝&✐♦♥ ❞❡, ❘❘❆❙ ❡& ,❛♥, c0 ❡& c2✱ ✐❧ ♥✬❡,& ♣❧✉, ♣♦,,✐❜❧❡
❞❡ ❝♦♥,&(✉✐(❡ ❞❡ ❘❘❆❙ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥T❛♥& ❛✈❡❝ c3✮ ✭❋✐❣✉(❡✭✹✳✼✮✮✳
✻✷
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧❛%✐♦♥1 ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡1 ❞❛♥1 ❧❡
❝❛1 1%❛%✐5✉❡
❋✐❣✉$❡ ✹✳✹ ✕ ❆✉'(❡ ❘❘❆❙ ❣-♥-(-❡ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥2❛♥' ❛✈❡❝ c0
❋✐❣✉$❡ ✹✳✺ ✕ ❆✉'(❡ ♣♦77✐❜✐❧✐'- ❡♥ ♣❛('❛♥' ❞❡ c0
❋✐❣✉$❡ ✹✳✻ ✕ <❛(❝♦✉(7 =✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ c2
❘❡♠❛$%✉❡ ✸ ▲❡" ❞✐✛&'❡♥)" ♣❛'❝♦✉'" ♣❡✉✈❡♥) ❡✛❡❝)✐✈❡♠❡♥) ❣&♥&'❡' ♣❧✉"✐❡✉'" ❢♦✐" ❧❛
♠4♠❡ ❘❘❆❙✳ ▼❛✐" ❝❡❧❧❡"✲❝✐ "❡'♦♥) &❧✐♠✐♥&❡" ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ✧■❋✧ ❞❡ "♦')❡ >✉✬✐❧ ♥✬②
❛ ♣❛" ❞❡ ❘❘❆❙ '❡❞♦♥❞❛♥)❡" ❞❛♥" ❧❡" '&"✉❧)❛)" ✜♥❛✉①✳
❈❡ =✉✐ ♥♦✉7 ❞♦♥♥❡ ❡✛❡❝'✐✈❡♠❡♥' @ ❧❛ ✜♥ ❧❛ ❧✐7'❡ ❞❡7 ❘❘❆❙7 ❣-♥-(-❡7 ✿
✻✸
❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ ✕ &❛(❝♦✉(, -✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ c3
✕ ❘❘❆❙1❂④c0, c1, c2⑥
✕ ❘❘❆❙2❂④c0, c1, c3⑥
✕ ❘❘❆❙3❂④c0, c2, c3⑥
✕ ❘❘❆❙4❂④c1, c2, c3⑥
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
❈❡::❡ ♣❛(:✐❡ ❛ ♠♦♥:(< ❝♦♠♠❡♥: ♥♦:(❡ ♠<:❤♦❞❡ ❣<♥@(❡ ❧❡, (❡❧❛:✐♦♥, ❞❡ (❡❞♦♥❞❛♥❝❡
❛♥❛❧②:✐-✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐@(❡ ,②♠❜♦❧✐-✉❡ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞❡, ,②,:@♠❡, ,:❛:✐-✉❡,✳ ▲❡, ❞✐✛<(❡♥:❡,
❞<✜♥✐:✐♦♥, ♣(<,❡♥:<❡, ,♦♥: ❛✉,,✐ ❧❛ ❜❛,❡ ❞❡ ♥♦:(❡ ♠<:❤♦❞❡ ♣♦✉( ❧❛ ❣<♥<(❛:✐♦♥ ❞❡, ❘❘❆❙
♣♦✉( ❧❡, ,②,:@♠❡, ❞②♥❛♠✐-✉❡, ❡: ❧❡, ,②,:@♠❡, ❝♦♠♠✉:<, -✉❡ ❥❡ ✈❛✐, ❞<:❛✐❧❧❡( ❞❛♥, ❧❡,
♣(♦❝❤❛✐♥, ❝❤❛♣✐:(❡,✳
✸ ❱❛❧✐❞❛&✐♦♥ ❞❡* +,*✉❧&❛&* ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣+♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡*♣❛❝❡
❞❡ ♣❛+✐&,
✸✳✶ ■♥./♦❞✉❝.✐♦♥
❆✈❛♥: ❞❡ ♣❛,,❡( ❛✉ ♣(♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐:(❡ -✉✐ ❝♦♥,✐,:❡ H ♣(<,❡♥:❡( ❝♦♠♠❡♥: ❧❡, :❡,:, ❞❡
❝♦❤<(❡♥❝❡ ,♦♥: ❛♣♣❧✐-✉<, ,✉( ❧❡, ❘❘❆❙ ❣<♥<(<❡,✱ ✐❧ ❡,: ✐♠♣♦(:❛♥: ❞❡ ,❛✈♦✐( ,✐ ❡❧❧❡, ,♦♥:
❝♦((❡❝:❡,✳ ❊: ❛✜♥ ❞❡ ❧❡, ✈❛❧✐❞❡(✱ ♥♦✉, ❛❧❧♦♥, ❧❡, ❝♦♠♣❛(❡( ❛✈❡❝ ❧❡, (<,✉❧:❛:, -✉✐ ,♦♥: ♦❜:❡♥✉,
❛✈❡❝ ❧❛ ♠<:❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛(✐:< ✭♣❛(:✐❡✭✸✳✸✮✮✳
✸✳✷ ●2♥2/❛.✐♦♥ ❞❡) /2)✉❧.❛.) ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣/♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡)♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛/✐.2
❘❡♣(❡♥♦♥, ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✭✹✳✸✮ ♣(<❝<❞❡♥: ✿
r0 : −0.01 ∗ x1 + 0.01 ∗ x2 + 0.1 ∗ y1 = 0
r1 : 0.01 ∗ x1 − 0.11 ∗ x2 = 0
r2 : y2 − x1 − x2 = 0
r3 : y3 − x2 = 0
✻✹
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧❛%✐♦♥1 ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡1 ❞❛♥1 ❧❡
❝❛1 1%❛%✐5✉❡
❆ ♣❛%&✐% ❞❡ ❝❡ ♠♦❞-❧❡✱ ♥♦✉2 ♣♦✉✈♦♥2 ❧❡ %44❝%✐%❡ 2♦✉2 ❧❛ ❢♦%♠❡ ✿
{
②(k) = ❈x(k)
❆x(k) = 0
✭✹✳✹✮
❖✉ ❜✐❡♥ 2♦✉2 ❧❛ ❢♦%♠❡ ✿
[
■
✵
]
∗ ②(k) =
[
❈
❆
]
∗ ①(k) ✭✹✳✺✮
❖♥ 2♦✉❤❛✐&❡ ❛♥❛❧②2❡% ❧❛ ❝♦❤4%❡♥❝❡ ❡♥&%❡ ❧❡2 ✐♥❢♦%♠❛&✐♦♥2 ♠❡2✉%4❡2 ❡& ❞4&❡❝&❡% ❧❛ ♣%42❡♥❝❡
❞❡2 ❞4❢❛✉&2✳ ?♦✉% ❝❡ ❢❛✐%❡✱ ♦♥ ❝❤❡%❝❤❡ @ 4&❛❜❧✐% ❞❡2 %❡❧❛&✐♦♥2 ❡♥&%❡ ❧❡2 ♠❡2✉%❡2 A✉✐ 2♦♥&
✐♥❞4♣❡♥❞❛♥&❡2 ❞❡2 ✈❛%✐❛❜❧❡2 ✐♥❝♦♥♥✉❡2 ♠❛✐2 A✉✐ %❡2&❡♥& 2❡♥2✐❜❧❡2 ❛✉① ❞4❢❛✉&2✳ ?♦✉% ❝❡ ❝❛2
2&❛&✐A✉❡✱ ❧❡2 %❡❧❛&✐♦♥2 ❞❡ ♣❛%✐&4✱ ♣❧✉2 ❝♦♥♥✉❡2 2♦✉2 ❧❡ ♥♦♠ ❘❘❆✱ ♥4❝❡22✐&❡♥& ❞❡ &%♦✉✈❡% ❧❛
♠❛&%✐❝❡❲ ♦%&❤♦❣♦♥❛❧❡ @ ❧❛ ♠❛&%✐❝❡ ❈ A✉✐ ❡2& ❞4✜♥✐❡ ♣❛% ✿
❈ =
[
❈
❆
]
✭✹✳✻✮
❞❡ 2♦%&❡ A✉❡ ✿
❲ ∗ ❈ = 0 ✭✹✳✼✮
❆ ♥♦&❡% A✉✬✐❧ ♥✬❡①✐2&❡ ♣❛2 ✉♥❡ ♠❛&%✐❝❡ ❲ ✉♥✐A✉❡ ♠❛✐2 ✉♥❡ ✐♥✜♥✐&4 ❞❡ %42✉❧&❛&2 ❞✐✛4%❡♥&2✱
❝❡❧❛ ❞4♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐-%❡ ❞♦♥& ♦♥ %42♦✉& ❧✬4A✉❛&✐♦♥ ✭✹✳✼✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡
%❡❧❛&✐♦♥2 ❞❡ ♣❛%✐&4 ❧✐♥4❛✐%❡♠❡♥& ✐♥❞4♣❡♥❞❛♥&❡2 ❡2& &♦✉❥♦✉%2 ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ @ ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❡& ✐❧ ❡2&
❞4✜♥✐ ♣❛% ✿
dim(♣) = nombre de lignes de ❈− rang(❈) ✭✹✳✽✮
❈✬❡2& ♣♦✉% ❝❡&&❡ %❛✐2♦♥ A✉❡ ❧❛ ♠❛&%✐❝❡ ❲ ❡①✐2&❡ 2✐ ❡& 2❡✉❧❡♠❡♥& 2✐ ❧❛ ♠❛&%✐❝❡ ❈ ♥✬❡2& ♣❛2
❞❡ ♣❧❡✐♥ %❛♥❣ ❧✐❣♥❡✳ ❉❡ ✭✹✳✺✮ ❡& ✭✹✳✻✮✱ ♦♥ ♦❜&✐❡♥& ❧❡ ✈❡❝&❡✉% ❞❡ ♣❛%✐&4✱ A✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦&❡ ♣✱ 2♦✉2
❧❛ ❢♦%♠❡ ✿
♣ =❲ ∗
[
■
✵
]
∗ ② ✭✹✳✾✮
❊♥ ❛♣♣❧✐A✉❛♥& @ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✭✹✳✸✮✱ ♦♥ ♦❜&✐❡♥& ❧❡2 ❞✐✛4%❡♥&❡2 ♠❛&%✐❝❡2 ✿
❆ =
[ −0.01 0.11 ] ❡& ❈ =

 1 10 1
0.01 −0.01


❆✈❛♥& ❞❡ ❣4♥4%❡% ❧❡ ✈❡❝&❡✉% ❞❡ ♣❛%✐&4 ♣✱ ✐❧ ❡2& ♥4❝❡22❛✐%❡ ❞❡ &%♦✉✈❡% ❧❛ ♠❛&%✐❝❡ ❲✱ ❝❡
A✉✐ %❡✈✐❡♥& @ %42♦✉❞%❡ ❧✬4A✉❛&✐♦♥ ✭✹✳✼✮ ✿
[
w0 w1 w2 w3
] ∗


1 1
0 1
0.01 −0.01
−0.01 0.11

 = 0 ✭✹✳✶✵✮
✻✺
▲❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ (❡❧❛,✐♦♥. ❞❡ ♣❛(✐,0 ❞❡ ❝❡ ♠♦❞2❧❡ ❡., ✿ nombre de lignes de ❈ ✲ (❛♥❣✭❈ ✮
❂ ✹ ✲ ✷ ❂ ✷✳ ❉❡ ✭✹✳✶✵✮✱ ♦♥ ♦❜,✐❡♥, ❧❡. ❞❡✉① 0B✉❛,✐♦♥. ❞❡ ♣♦✐❞. ❞❡ ❧❛ ♠❛,(✐❝❡ ❲ .✉✐✈❛♥,❡. ✿
w0 + 0.01 ∗ w2 − 0.01 ∗ w3 = 0 ✭✹✳✶✶✮
w0 + w1 − 0.01 ∗ w2 + 0.11 ∗ w3 = 0 ✭✹✳✶✷✮
❈♦♠♠❡ ♣(0.❡♥,0 ♣(0❝0❞❡♠♠❡♥,✱ ✐❧ ❡①✐.,❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐,0 ❞❡ (0.✉❧,❛,. ♣♦..✐❜❧❡. ♣♦✉( ❧❛
♠❛,(✐❝❡ ❲✱ ❞♦♥❝ ✐❧ .❡(❛ ♣❧✉. .✐♠♣❧❡ ❞✬❛✛❡❝,❡( ❞✐(❡❝,❡♠❡♥, ✉♥❡ ❝❡(,❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉( H ❝❡(,❛✐♥
wi✱ ♣✉✐. ❝❛❧❝✉❧❡( ❧❡. ❛✉,(❡. wj ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡. wi ✐♥✐,✐❛❧✐.0.✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉((❡♥❝❡✱ ❛✛❡❝,♦♥. ❧❛
✈❛❧❡✉( ✶ H w2 ❡, ❧❛ ✈❛❧❡✉( ✵ H w3 ❝❡ B✉✐ ♥♦✉. ♣❡(♠❡, ❞✬♦❜,❡♥✐( ✿
w0 + 0.01 = 0 ✭✹✳✶✸✮
w0 + w1 − 0.01 = 0 ✭✹✳✶✹✮
❉❡ ✭✹✳✶✹✮ ❡, ✭✹✳✶✹✮✱ ♥♦✉. ♦❜,❡♥♦♥. ✿
w0 = −0.01 ✭✹✳✶✺✮
w1 = 0.02
w2 = 1
w3 = 0
❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ♦L ♦♥ ❛✛❡❝,❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ✵ ♣♦✉( w2 ❡, ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ ✶ ♣♦✉( w3✱ ♦♥ ♦❜,✐❡♥❞(❛ H
♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❛✉,(❡ ❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡ .♦❧✉,✐♦♥. ✿
w0 = 0.01 ✭✹✳✶✻✮
w1 = −0.12
w2 = 0
w3 = 1
❊♥ ❛♣♣❧✐B✉❛♥, ✭✹✳✶✺✮ ❡, ✭✹✳✶✻✮ H ❧✬0B✉❛,✐♦♥ ✭✹✳✾✮✱ ❧❡. ❞❡✉① (❡❧❛,✐♦♥. ❞❡ ♣❛(✐,0 ❧✐♥0❛✐(❡♠❡♥,
✐♥❞0♣❡♥❞❛♥,❡. .♦♥, ✿
p0 = −0.01 ∗ y2 + 0.02 ∗ y3 + 0.1 ∗ y1 ✭✹✳✶✼✮
p1 = 0.01 ∗ y2 − 0.12 ∗ y3 ✭✹✳✶✽✮
❖♥ ♥❡ .❡ ♣(0♦❝❝✉♣❡ ♣❛. ♣♦✉( ❧✬✐♥.,❛♥, ❞❡ .❛✈♦✐( .✐ ❝❡. (❡❧❛,✐♦♥. ❞❡ ♣❛(✐,0 .♦♥, 0❣❛❧❡. H
✵ ♣♦✉( ❝♦♥❝❧✉(❡ B✉❡ ❧❡ .②.,2♠❡ ❡., ❡♥ ❜♦♥ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡♠❡♥,✳ ❱0(✐✜♦♥. .✐♠♣❧❡♠❡♥, .✐ ❧❡.
❘❡❧❛,✐♦♥. ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②,✐B✉❡ ❙②♠❜♦❧✐B✉❡ ✭❘❘❆❙✮ ♦❜,❡♥✉❡. ♣❛( ♥♦,(❡ ❛❧❣♦(✐,❤♠❡
❝♦((❡.♣♦♥❞❡♥, H ❝❡. (0.✉❧,❛,.✲❧H✳ W♦✉( ❝❡ ❢❛✐(❡✱ ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐( B✉✬♦♥ .✬❛((❛♥❣❡ ♣♦✉( B✉❡ ❧❡.
❘❘❆❙ ❣0♥0(0❡. ♣(0❝0❞❡♠♠❡♥, ❛✐❡♥, ❧❛ ♠X♠❡ ❢♦(♠❡ ❛♥❛❧②,✐B✉❡ B✉❡ ❧❡. 0B✉❛,✐♦♥. ❞❡ ♣❛(✐,0
✭✹✳✶✼✮ ❡, ✭✹✳✶✽✮✳
✻✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧❛%✐♦♥1 ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡1 ❞❛♥1 ❧❡
❝❛1 1%❛%✐5✉❡
!"❡♥♦♥& ❞✬❛❜♦"❞ ❧❛ ❘❘❆❙4❂④c1, c2, c3⑥ ✿
r1 : 0.1 ∗ (0.1 ∗ (x1 − x2)− x2) = 0
r2 : y2 − x1 − x2 = 0
r3 : y3 − x2 = 0 ✭✹✳✶✾✮
❉❡ r3 ❞❡ ✭✹✳✶✾✮✱ ♦♥ ❞;❞✉✐>
y3 = x2 ✭✹✳✷✵✮
❊♥ "❡♠♣❧❛D❛♥> ✭✹✳✷✵✮ ❞❛♥& r2 ✭✹✳✶✾✮✱ ♦♥ ♦❜>✐❡♥> ✿
x1 = y2 − y3 ✭✹✳✷✶✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥>✱ "❡♠♣❧❛D♦♥& ❧❡& ✈❛❧❡✉"& ❞;❞✉✐>❡& ❞❡ x1 ❡> x2 G ❧✬;H✉❛>✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮✱ ♦♥ ♦❜>✐❡♥>
❧✬;H✉❛>✐♦♥ ❞❡ ♣❛"✐>; ✜♥❛❧❡ ✿
0.01 ∗ y2 − 0.12 ∗ y3 = 0 ✭✹✳✷✷✮
▼❛✐♥>❡♥❛♥>✱ ♣"❡♥♦♥& ❧❛ >"♦✐&✐K♠❡ ❘❘❆❙3❂④c0, c2, c3⑥ ♣♦✉" ❧❛ ❞;❞✉❝>✐♦♥ ❞✬✉♥❡ "❡❧❛>✐♦♥
❞❡ ♣❛"✐>; ✿
r0 : 0.1 ∗ (−0.1 ∗ (x1 − x2) + y1) = 0
r2 : y2 − x1 − x2 = 0
r3 : y3 − x2 = 0
❊♥ &✉✐✈❛♥> ❧❛ ♠M♠❡ ❞;♠❛"❝❤❡ H✉❡ ♣";❝;❞❡♠♠❡♥>✱ ♦♥ ♦❜>✐❡♥❞"❛ ✉♥❡ ❛✉>"❡ "❡❧❛>✐♦♥ ❞❡
♣❛"✐>; ✿
−0.01 ∗ y2 + 0.02 ∗ y3 + 0.1 ∗ y1 = 0 ✭✹✳✷✸✮
❖♥ ♣❡✉> ❢❛❝✐❧❡♠❡♥> ❝♦♥&>❛>❡" H✉❡ ❧✬;H✉❛>✐♦♥ ✭✹✳✷✷✮ ❡> ❧✬;H✉❛>✐♦♥ ✭✹✳✷✸✮ &♦♥> ❡①❛❝>❡✲
♠❡♥> ❧❡& ♠M♠❡& H✉❡ ❧❡& "❡❧❛>✐♦♥& ❞❡ ♣❛"✐>; ✭✹✳✶✼✮ ❡> ✭✹✳✶✽✮ ❣;♥;";❡& ❛✈❡❝ ❧❛ ♠;>❤♦❞❡ ❞❡
❧✬❡&♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛"✐>; ❡♥ &✐>✉❛>✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝>✐♦♥♥❡♠❡♥>✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥>✱ G H✉♦✐ ❝♦""❡&♣♦♥❞❛♥>
❘❘❆❙1 ❡> ❘❘❆❙2 ❄
◆✬♦✉❜❧✐♦♥& ♣❛& H✉✬✐❧ ❡①✐&>❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐>; ❞❡ "❡❧❛>✐♦♥& ❞❡ ♣❛"✐>; ♠❛✐& ❧✬;H✉❛>✐♦♥ ✭✹✳✽✮ ♥♦✉&
♣❡"♠❡> ❞❡ ❝♦♥♥❛Z>"❡ G ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ "❡❧❛>✐♦♥& ❞❡ ♣❛"✐>; H✉✐ &♦♥> ❧✐♥;❛✐"❡♠❡♥>
✐♥❞;♣❡♥❞❛♥>❡& H✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦>❡ ♣l✳ ❈❡❧❛ &✐❣♥✐✜❡ H✉❡ ♠M♠❡ &✐ ♦♥ ♣❡✉> >"♦✉✈❡" ✉♥ >"K& ❣"❛♥❞
♥♦♠❜"❡ ❞❡ "❡❧❛>✐♦♥& ❞❡ ♣❛"✐>; ❛✈❡❝ ❧❡& ❞✐✛;"❡♥>❡& ❢❛D♦♥& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡" ❧❛ ♠❛>"✐❝❡ ❲✱ ❧❛
❞✐♠❡♥&✐♦♥ ❞❡ ♣l ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛& ❡> ❝❡❧❛ &✐❣♥✐✜❡ ;❣❛❧❡♠❡♥> H✉❡ ❧❡& "❡❧❛>✐♦♥& ❞❡ "❡❞♦♥❞❛♥❝❡
&✉♣♣❧;♠❡♥>❛✐"❡& >"♦✉✈;❡& ♥✬❛♣♣♦">❡"♦♥> ♣❛& ♣❧✉& ❞✬✐♥❢♦"♠❛>✐♦♥ &✉" ❧❛ ❝♦❤;"❡♥❝❡ ❡♥>"❡ ❧❡&
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−0.1 ∗ y3 + 0.1 ∗ y1 = 0 ✭✹✳✷✹✮
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✭✹✳✷✸✮✱ ✐❧ 4✉✣( ❞✬❛❞❞✐(✐♦♥♥❡% ❝❡4 ❞❡✉①✲❧> ❡( ♦♥ ♦❜(✐❡♥❞%❛ ❧✬,*✉❛(✐♦♥ ❞❡ ♣❛%✐(, ✭✹✳✷✹✮✳ ❊( ❡♥
❛♣♣❧✐*✉❛♥( ❧❡4 ♠A♠❡4 ,(❛♣❡4 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉% ❧❛ ♣%❡♠✐B%❡ ❘❘❆❙1❂④c0, c1, c2⑥✱ ♦♥ ♦❜(✐❡♥❞%❛
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ,*✉❛(✐♦♥ ❞❡ ♣❛%✐(,
0.12 ∗ y1 + 0.01 ∗ y2 = 0 ✭✹✳✷✺✮
❈❡((❡ %❡❧❛(✐♦♥ ✭✹✳✷✺✮ ❡4( ❧❡ %,4✉❧(❛( ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐4♦♥ ❡♥(%❡ ❧❛ %❡❧❛(✐♦♥ ✭✹✳✷✹✮✯✶✷ ♣✉✐4
4♦✉4(%❛✐( ❛✈❡❝ ❧❛ %❡❧❛(✐♦♥ ✭✹✳✷✷✮✳
❊✛❡❝(✐✈❡♠❡♥( ❧❡4 ,*✉❛(✐♦♥4 ❞❡ ♣❛%✐(, *✉✐ 4♦♥( ❛✉(%❡ *✉❡ ✭♣l✮ 4♦♥( 4❡✉❧❡♠❡♥( ❞❡4 ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐4♦♥4 ❞❡ ✭♣l✮ ❡( ❝❡❧❛ ♥♦✉4 ❞♦♥♥❡ ❧❛ %❡♠❛%*✉❡ 4✉✐✈❛♥(❡ ✿
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✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥
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4(%✉❝(✉%❡❧❧❡♠❡♥( ❞❡ ❧❡4 ❞✐4(✐♥❣✉❡%✳ ❈✬❡4( ♣♦✉% ❝❡((❡ %❛✐4♦♥ *✉✬✐❧ ❡4( ,✈✐❞❡♥( ❞❡ ♣%❡♥❞%❡ ❡♥
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✈✐❛ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✭✺✳✹✮ ❞✉ ❝❤❛♣✐(%❡ ✭✺✮✮✳
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▲✬✐♥❝❡+*✐*✉❞❡ ♣+♦✈✐❡♥* ❞❡ ❞✐✛,+❡♥*❡# #♦✉+❝❡# 8✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉* ❧✐#*❡+ ✿ ❧❡ ♠♦❞<❧❡✱ ❧✬✐♠♣+,❝✐✲
#✐♦♥ ❞❡# ♠❡#✉+❡#✱ ❧❡# ♣❛+❛♠<*+❡# ✐♥*❡+✈❡♥❛♥* ❞❛♥# ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ♦✉ ❧❡# ❡++❡✉+# ❞✬❛++♦♥❞✐✳ ❉❛♥#
♥♦*+❡ ❛♣♣+♦❝❤❡✱ ✉♥ ,❧,♠❡♥* ✐♥❝❡+*❛✐♥ ❡#* #✉♣♣♦#, ✐♥❝♦♥♥✉ ♠❛✐# ✐❧ ❡#* *♦✉❥♦✉+# ❜♦+♥, ♣❛+
✉♥❡ ❜♦+♥❡ ✐♥❢,+✐❡✉+❡ ❡* ✉♥❡ ❜♦+♥❡ #✉♣,+✐❡✉+❡✳ ❈❡**❡ ✐❞,❡ ❛ ♣❡+♠✐# ❞✬❡♥❣❧♦❜❡+ ❧❡# ❡++❡✉+#
❞✬❛++♦♥❞✐ ❡* ❧❡# ❡++❡✉+# ❞❡ *+♦♥❝❛*✉+❡ ❡* ❡❧❧❡ ❛ ,*, ✐♥✐*✐❛❧❡♠❡♥* ♣+♦♣♦#,❡ ❞❛♥# ✭▼♦♦+❡✱
✶✾✻✻✮✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❧✬♦✉*✐❧ ✐♥*❡+✈❛❧❧❡ ♣❡+♠❡* ,❣❛❧❡♠❡♥* ❞✬❛♥❛❧②#❡+ ❧❡ ❝♦♠♣♦+*❡♠❡♥* ❞❡# ❢♦♥❝✲
✼✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡ 2 ❧❛ &34♦❧✉%✐♦♥ ❞❡4 ❘❘❆❙
"✐♦♥& ❞❡ ♠❛♥✐+,❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡" ✜❛❜❧❡ ❡♥ ❝❤❡,❝❤❛♥" "♦✉"❡& ❧❡& &♦❧✉"✐♦♥& ❞✬✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥",❛✐♥"❡&✳ ▲❡& ♠7"❤♦❞❡& ✉"✐❧✐&7❡& ,❡♣♦&❡♥" &✉, ❧❡& ❞✐✛7,❡♥"❡& ♠7"❤♦❞❡& ❞❡ ❜✐&&❡❝"✐♦♥ ❡"
❞❡ ,7❞✉❝"✐♦♥ ❞7"❛✐❧❧7❡& ❞❛♥& ❧❡ ❝❤❛♣✐",❡ ✭✸✮✳
❉❡ ♠❛♥✐+,❡ ❣7♥7,❛❧❡✱ ❧❡& ❝❛,❛❝"7,✐&"✐@✉❡& ❞❡ ❧✬❛♣♣,♦❝❤❡ ✐♥"❡,✈❛❧❧❡ &♦♥" ❞❡ ✿
✕ ❡♥❣❧♦❜❡, ❧❡& ❡✛❡"& ❞❡& ❡,,❡✉,& ❞✬❛,,♦♥❞✐ ❡" ❧❡& ❡,,❡✉,& ❞❡ ",♦♥❝❛"✉,❡ ✭▼♦♦,❡✱ ✶✾✻✻❀
▼♦♦,❡ ❡" ❇✐❡,❜❛✉♠✱ ✶✾✼✾✮
✕ ❡♥❣❧♦❜❡, ❧❡& &♦❧✉"✐♦♥& ❞❡ ❢♦♥❝"✐♦♥& ✭▼♦♦,❡✱ ✶✾✻✻❀ ▼♦♦,❡ ❡" ❇✐❡,❜❛✉♠✱ ✶✾✼✾❀ ❍❛♥&❡♥
❡" ❲❛❧"❡,✱ ✷✵✵✹❀ ◆❡✉♠❛✐❡,✱ ✶✾✾✵✮
✕ ❡♥❣❧♦❜❡, ❧❡& ❡,,❡✉,& ❞❛♥& ❧❛ "❤7♦,+♠❡ ❞❡ ❚❛②❧♦, ✭◆❡✉♠❛✐❡,✱ ✶✾✾✵✮
✕ ,7♣♦♥❞,❡ ❞❡& ♣,♦❜❧+♠❡& ❞✬♦♣"✐♠✐&❛"✐♦♥ ✭❍❛♥&❡♥ ❡" ❲❛❧"❡,✱ ✷✵✵✹✮
✕ ,7&♦✉❞,❡ ❞❡& &②&"+♠❡& ♥♦♥✲❧✐♥7❛✐,❡& ✭◆❡✉♠❛✐❡,✱ ✶✾✾✵❀ ❍❛♥&❡♥ ❡" ❲❛❧"❡,✱ ✷✵✵✹✮
✕ ",♦✉✈❡, "♦✉"❡& ❧❡& &♦❧✉"✐♦♥& ❛♣♣,♦❝❤7❡& ♦✉ ❡①❛❝"❡& ❞❡& ❢♦♥❝"✐♦♥& ❞❡ ♠❛♥✐+,❡ ❡①❤❛✉&✲
"✐✈❡ ✭❏❛✉❧✐♥✱ ✷✵✵✶✮
❆✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐@✉❡, ❝❡""❡ ✐❞7❡ V ❧❛ ♣,✐&❡ ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❞❡& &♦✉,❝❡& ❞✬✐♥❝❡,"✐"✉❞❡& ❞❛♥& ❧❡
❝❛❞,❡ ❞❡ ♥♦",❡ ❛♣♣,♦❝❤❡✱ ❧❡& ❞✐✛7,❡♥"❡& &♦✉,❝❡& ❞✬✐♥❝❡,"✐"✉❞❡& ♦♥" 7"7 ❞✐✈✐&7❡& ❡♥ ♣❧✉&✐❡✉,&
❢❛♠✐❧❧❡& ✿
✕ ▲❡& ✈❛,✐❛❜❧❡& ✿
✶✳ ▲❡& ✈❛,✐❛❜❧❡& ❝♦♥♥✉❡& @✉✐ ,❡♣,7&❡♥"❡♥" ❧❡& ✈❛❧❡✉,& ,❡♥✈♦②7❡& ♣❛, ❧❡& ❝❛♣"❡✉,& ❡"
@✉✐ &♦♥" ❝♦♥♥✉❡& ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣,7❝✐&✐♦♥ ❞♦♥♥7❡✳ ❈❡& ✈❛,✐❛❜❧❡&✲❧V ♥❡ &♦♥" ♣❧✉& ❞❡&
✈❛❧❡✉,& ❡①❛❝"❡& ♠❛✐& ❡❧❧❡& &♦♥" ❜♦,♥7❡& ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦,♥❡ ✐♥❢7,✐❡✉,❡ ❡" ✉♥❡ ❜♦,♥❡
&✉♣7,✐❡✉,❡ @✉✐ ♣❡,♠❡""❡♥" ❞❡ ♣,❡♥❞,❡ ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❧❡& ❜,✉✐"& ❡" ❧❡& ✐♠♣,7❝✐&✐♦♥&
"❡❝❤♥♦❧♦❣✐@✉❡& ❞❡& ❝❛♣"❡✉,&✳
✷✳ ▲❡& ✈❛,✐❛❜❧❡& ✐♥❝♦♥♥✉❡& @✉✐ ,❡♣,7&❡♥"❡♥" ❧❡& ✈❛,✐❛❜❧❡& ❞✬7"❛" ✐♥"❡,♥❡& ❞✉ &②&"+♠❡
@✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉" ♣❛& ♠❡&✉,❡, ❡" @✉✐ ♥❡ &♦♥" ❞♦♥❝ ♣❛& ❝♦♥♥✉❡& ❞✉ "♦✉"✳ ❊❧❧❡&
&❡,♦♥" ✐♥✐"✐❛❧✐&7❡& V ]−∞,+∞[
✕ ▲❡& ♣❛,❛♠+",❡& ❞✉ ♠♦❞+❧❡ ♦♥" 7❣❛❧❡♠❡♥" ❧❛ ♣♦&&✐❜✐❧✐"7 ❞✬Y",❡ ❜♦,♥7& ♣❛, ✉♥❡ ❜♦,♥❡
✐♥❢7,✐❡✉,❡ ❡" ✉♥❡ ❜♦,♥❡ &✉♣7,✐❡✉,❡ ♠❛✐& ✐❧& ♥❡ &♦♥" ♣❛& ♣,✐& ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛❞,❡
❞❡ ♠❛ "❤+&❡✳ Z♦✉, ❛✈♦✐, ♣❧✉& ❞❡ ❞7"❛✐❧& &✉, ❝❡ ♣♦✐♥"✱ ✈❡✉✐❧❧❡③ ❝♦♥&✉❧"❡, ✭❆❞,♦" ❡"
❋❧❛✉&✱ ✷✵✶✵✮✳
❈❡""❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ♥♦✉& ♣❡,♠❡" ❞❡ ♣,❡♥❞,❡ ❡♥ ❝♦♠♣"❡ "♦✉"❡& ❧❡& &♦✉,❝❡& ❞✬✐♥❝❡,"✐"✉❞❡&
♣♦&&✐❜❧❡& ❞❛♥& ❧❡& ♠♦❞+❧❡&✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❘❡♣,❡♥♦♥& ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✸ ❞❛♥& ❧❡ ❝❤❛♣✐",❡ ✭✹✮ ♣,7❝7❞❡♥"✳
▲❡ ♠♦❞+❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦,"❡♠❡♥" ❡&" ✿
r0 : −0.01 ∗ x1 − 0.01 ∗ x2 + 0.1 ∗ y1 = 0
r1 : 0.01 ∗ x1 − 0.11 ∗ x2 = 0
r2 : y2 − x1 − x2 = 0
r3 : y3 − x2 = 0 ✭✺✳✶✮
✼✶
❋✐❣✉$❡ ✺✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ /②/12♠❡ /1❛1✐5✉❡
❆✈❡❝ ❈ ❂ ④c0, c1, c2, c3⑥✱ ❱ ❂ ④ ❳ ∪ ❨ ⑥ ❛✈❡❝ ❳ ❂ ④x1, x2⑥ ❡1 ❨ ❂ ④y1, y2, y3⑥✳ ▲❡/
❞✐✛?@❡♥1/ 1②♣❡/ ❞✬✐♥❝❡@1✐1✉❞❡ 5✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉1 ❛✈♦✐@ ❞❛♥/ ❝❡ /②/12♠❡ ♣♦@1❡♥1 ❞♦♥❝ /✉@ ❧❡/
✈❛@✐❛❜❧❡/ ♠❡/✉@?❡/ ❨ ❂ ④y1, y2, y3⑥✳
❈♦♥/✐❞?@♦♥/ 5✉❡ ❧❡ /②/12♠❡ ❡/1 ❡♥ @?❣✐♠❡ ♣❡@♠❛♥❡♥1 ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ /✉♣♣♦@1/ ❞❡/ ✈❛✲
@✐❛❜❧❡/ ❨ ❜♦@♥?❡/ ❧❡/ ✐♥1❡@✈❛❧❧❡/ /✉✐✈❛♥1/ ✿ [y1] = [1, 1.1] m
3/s, [y2] = [12, 13.2] m
3, [y3] =
[1, 1.1] m3/s ❝❡ 5✉✐ /✐❣♥✐✜❡ 5✉❡ ❧❡/ ✈❛❧❡✉@/ @❡♥✈♦②?❡/ ♣♦✉@ ❧❡/ ❝❛♣1❡✉@/ ♣❡✉✈❡♥1 /❡ /✐1✉❡@
♥✬✐♠♣♦@1❡ ♦H ❡♥1@❡ ❧❡/ ❞❡✉① ❜♦@♥❡/✳ ◗✉❛♥1 ❛✉① ✈❛@✐❛❜❧❡/ ✐♥❝♦♥♥✉❡/✱ ♦♥ ❧❡/ ❛✛❡❝1❡ ❛✈❡❝
❧❡/ /✉♣♣♦@1/ ✐♥✜♥✐/ ✿ [x1] = [x2] =]−∞,+∞[✳
❆ ❝❡ /1❛❞❡✱ ♥♦✉/ ♣♦//?❞♦♥/ ❧❡/ ❘❡❧❛1✐♦♥/ ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②1✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡ /♦✉/
❢♦@♠❡ ❞✬❡♥/❡♠❜❧❡/ ❞❡ ❝♦♥1@❛✐♥1❡/ ❈
′
✳ ◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ?❣❛❧❡♠❡♥1 ♣✉ ♣@❡♥❞@❡ ❡♥ ❝♦♠♣1❡ ❧❡/
❞✐✛?@❡♥1❡/ 1②♣❡/ ❞✬✐♥❝❡@1✐1✉❞❡ ✐♥1❡@✈❡♥❛♥1 ❞❛♥/ ♥♦1@❡ ♠♦❞2❧❡ /♦✉/ ❢♦@♠❡ ❞✬✉♥ /✉♣♣♦@1
✐♥1❡@✈❛❧❧❡ ♣♦✉@ ❧❡/ ❞✐✛?@❡♥1❡/ ✈❛@✐❛❜❧❡/ ❞❛♥/ ❧❡/ ❝♦♥1@❛✐♥1❡/✳ ◆♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ♣♦✉✈♦✐@ ❞♦♥❝
♣❛//❡@ ❛✉① 1❡/1/ ❞❡ ❝♦❤?@❡♥❝❡ ❡♥1@❡ ❧❡/ ✐♥❢♦@♠❛1✐♦♥/✳
O♦✉@ ❝❤❛5✉❡ ❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥1@❛✐♥1❡/ ❈
′
✱ ♦♥ ❛ /✉✣/❛♠♠❡♥1 ❞❡ ❝♦♥1@❛✐♥1❡/ ❡1 ❞❡ ✈❛✲
@✐❛❜❧❡/ ❝♦♥♥✉❡/ ❡①❛❝1❡♠❡♥1 ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐2@❡ ✐♥❝❡@1❛✐♥❡ ♣♦✉@ ♣♦✉✈♦✐@ @❡♠♣❧❛❝❡@ 1♦✉1❡/ ❝❡❧❧❡/
❝♦♠♣❧21❡♠❡♥1 ✐♥❝♦♥♥✉❡/✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥1✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥/❡@✈? ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦@♠❛1✐♦♥ /✉@ ❝♦♠♠❡♥1 ❧❡/
✈❛@✐❛❜❧❡/ ✐♥❝♦♥♥✉❡/ /♦♥1 /✉❜/1✐1✉?❡/ ❛♥❛❧②1✐5✉❡♠❡♥1✳ ❖@ ❧❛ /✉❜/1✐1✉1✐♦♥ ❛♥❛❧②1✐5✉❡ ♣❡✉1
R1@❡ ❞✐✣❝✐❧❡✱ ✈♦✐@ ✐♠♣♦//✐❜❧❡ S ❝❛✉/❡ ❞❡/ ♣@♦❜❧2♠❡/ ❞✬✐♥✈❡@/✐❜✐❧✐1? ✭❝❛❧❝✉❧❛❜✐❧✐1?✮ ❡1 ❞✬✐/♦❧❛✲
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❂ ✵✱ ❡,/ ,✐♠✐❧❛✐'❡ : ✈0'✐✜❡' ,✐ ❞❡, 04✉❛/✐♦♥, ❞❡ ♣❛'✐/0
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✈✐❛ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ )✉✐✈❛♥& ✿
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r1 : x1 − y1 − 1 = 0 ✭✺✳✹✮
r2 : x1 ∗ y1 = 0
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❂ ④c1, c2⑥✱ ❱ ❂ ④ ❳ ∪ ❨ ⑥ ❡& ❳ ❂ ④x1⑥ ❛✈❡❝ [x1] ❂ ]−∞,+∞[ ❡& ❨ ❂ ④y1⑥
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❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥/✮✱ ❝❡ S✉✐ ♥♦✉- ♣❡+♠❡/ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉+❡ S✉❡ ❧❡- ✐♥❢♦+♠❛/✐♦♥- S✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦--X❞❡
♣♦✉+ ❝❡ -②-/X♠❡ -♦♥/ ❝♦❤,+❡♥/❡- ❡/ S✉✬✐❧ ❡-/ ❡♥ ❜♦♥ ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ✭❛✉ -❡♥- ♦✉ ❝♦♠♣/❡
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❣,♥,+,❡-✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥/✱ ✉♥ ♣+♦❜❧X♠❡ ✐♠♣♦+/❛♥/ ❞❡ ❝❡//❡ ♠,/❤♦❞❡ ❡-/ S✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡-/ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡
S✉✬❛✉① -②-/X♠❡- ❝❛++,-✱ ❝✬❡-/✲E✲❞✐+❡ S✉✬❛✉① ❈❙'■ S✉✐ ♣♦--X❞❡♥/ ✉♥ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ✈❛+✐❛❜❧❡-
❱ ,❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❝♦♥/+❛✐♥/❡-✳ ❖+ ❝❡ ♥✬❡-/ ♣❛- /♦✉❥♦✉+- ❧❡ ❝❛- ❡/ ❝✬❡-/ ♣♦✉+ ❝❡//❡
+❛✐-♦♥ S✉❡ ♥♦✉- ♣+♦♣♦-♦♥- ✉♥❡ ♠,/❤♦❞❡ ❛❧/❡+♥❛/✐✈❡ S✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ✧❚!❛♥$❢♦!♠❛(✐♦♥✲
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❞❛♥- ❧❛ ♣❛+/✐❡ ✭✹✳✷✮ ❞✉ ❝❤❛♣✐/+❡ ✭✸✮ ✿ ❧✬❛♣♣+♦①✐♠❛/✐♦♥ ❡①/,+✐❡✉+❡ ❡/ ❧✬❛♣♣+♦①✐♠❛/✐♦♥ ✐♥/,✲
+✐❡✉+❡✳ ❈❡- ❞❡✉① ♥♦/✐♦♥- ♣❡+♠❡//+♦♥/ ❞✬❛✈♦✐+ ♥♦♥ -❡✉❧❡♠❡♥/ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉+❡ ❝♦♠♣+,❤❡♥-✐♦♥
-✉+ ❧❡- +,-✉❧/❛/-✱ ♠❛✐- ❡❧❧❡- ♣❡+♠❡//❡♥/ ,❣❛❧❡♠❡♥/ ❞❡ ♠♦♥/+❡+ ✉♥ ❛✈❛♥/❛❣❡ ✐♠♣♦+/❛♥/ ❞❡
❧❛ ♠,/❤♦❞❡ ❚+❛♥-❢♦+♠❛/✐♦♥✲❞❡-✲❱❛+✐❛❜❧❡-✳
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✷✳✹ ❆♣♣%♦①✐♠❛+✐♦♥ ❡①+.%✐❡✉%❡ ❡+ ❆♣♣%♦①✐♠❛+✐♦♥ ✐♥+.%✐❡✉%❡
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✕ ▲✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜♦✐+❡) ❙eli ✿ ♥❡ ❝♦♥+✐❡♥+ ♣❛) ❞❡ )♦❧✉+✐♦♥) ❡+ ♦♥ ♣❡✉+ (❧✐♠✐♥❡' ❝❡) ❜♦✐+❡)
❝❛' ❡❧❧❡) ♥✬❛♣♣♦'+❡♥+ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦'♠❛+✐♦♥ ❞❛♥) ❧❡) +❡)+) ❞❡ ❝♦❤('❡♥❝❡✳
✕ ▲✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜♦✐+❡) ❙int ✿ ❝♦♠♣'❡♥❞ +♦✉+❡) ❧❡) ❜♦✐+❡) ?✉✐ ✈('✐✜❡♥+ ❧❡ +❡)+ ❞✬✐♥❝❧✉)✐♦♥✳
▲❛ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ♥(❝❡))❛✐'❡ ❡)+ ?✉✬✐❧ ❢❛✉+ ?✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡) ❜♦✐+❡) )♦✐❡♥+ J ❧✬✐♥+('✐❡✉'
❞✉ ♣❛✈( ✐♠❛❣❡ ❞❡) ❝♦♥+'❛✐♥+❡) d
❘
′
✳ ❈❡) ❜♦✐+❡) ♥♦✉) ❞♦♥♥❡♥+ ✉♥❡ ❣❛'❛♥+✐❡ ♥✉♠('✐?✉❡
?✉❡ ❧❡ ❈❙E■ ❡)+ )❛+✐)❢❛✐+ ♣✉✐)?✉❡ +♦✉) ❧❡) (❧(♠❡♥+) ❞❡ ❝❡) ❜♦✐+❡) )♦♥+ )♦❧✉+✐♦♥) ❞❡ ❝❡
❈❙E■✳
✕ ▲✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜♦✐+❡) ❙ext ✿ ❞()✐❣♥❡ ❧❡) ❜♦✐+❡) ?✉✐ )❡ +'♦✉✈❡♥+ )✉' ❧❛ ❢'♦♥+✐M'❡ ❡♥+'❡
❧❡) ❜♦✐+❡) ❙int ❡+ ❙eli✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉+ ♣❛) ❧❡) ❝❧❛))❡' ❞❛♥) ❙int ❝❛' ❡❧❧❡) ♥❡ ❝♦♥+✐❡♥♥❡♥+
♣❛) ?✉❡ ❞❡) )♦❧✉+✐♦♥) ✭❧❛ ❜♦✐+❡ ✐♠❛❣❡ ♥✬❡)+ ♣❛) ❡♥+✐M'❡♠❡♥+ ❞❛♥) d
❘
′
✮✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉+
♣❛) ♥♦♥ ♣❧✉) ❧❡) (❧✐♠✐♥❡' ❝❛' ❡❧❧❡) ♣❡✉✈❡♥+ ❝♦♥+❡♥✐' (✈❡♥+✉❡❧❧❡♠❡♥+ ❧❡) )♦❧✉+✐♦♥)✳ ❉❡
♣❧✉)✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉+ ♣❧✉) ❧❡) ❞(❝♦✉♣❡' ❝❛' ❧❡✉' +❛✐❧❧❡ ❡)+ ❞(❥J ✐♥❢('✐❡✉'❡ ❛✉ )❡✉✐❧ θ ✜①(
❛✉ ❞(♣❛'+✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦+'❡ ♦❜❥❡❝+✐❢ ❡)+ ❞❡ ✈('✐✜❡' )✐ ❧❡) ❈❙E■ )♦♥+ )❛+✐)❢❛✐+) ♦✉ ♥♦♥✱
❝❡) ❜♦✐+❡) AE ?✉✐ ❝♦♥+✐❡♥♥❡♥+ (✈❡♥+✉❡❧❧❡♠❡♥+ ❞❡) )♦❧✉+✐♦♥) ✈♦♥+ ♥♦✉) ❛♠❡♥❡' J
❝♦♥❝❧✉'❡ J ❧✬❛❜)❡♥❝❡ ❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❡+ ❞♦♥❝ J ✉♥ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡♠❡♥+ ♥♦'♠❛❧ ✭)❛♥) ❛✉❝✉♥❡
❣❛'❛♥+✐❡ ❝❡++❡ ❢♦✐)✲❝✐✮✳
■❞(❛❧❡♠❡♥+✱ ✐❧ ❡)+ +♦✉❥♦✉') ♣'(❢('❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐' ❞❡) ❜♦✐+❡) AI ♣❧✉+Q+ ?✉❡ AE ❝❛' ❜✐❡♥
?✉❡ ❝❡) ❞❡✉① +②♣❡ ❞❡ ❜♦✐+❡) ♥♦✉) ❝♦♥❞✉✐)❡♥+ J ❝♦♥❝❧✉'❡ ?✉❡ ❧❡ ❈❙E■ ❡)+ )❛+✐)❢❛✐+✱ )❡✉❧❡)
❞❡) ❜♦✐+❡) AI ♥♦✉) ♣❡'♠❡++❡♥+ ❞❡ ❣❛'❛♥+✐' ?✉❡ ❧❡ ❈❙E■ ❛ ✈('✐+❛❜❧❡♠❡♥+ ❞❡) )♦❧✉+✐♦♥)✳ ❉❡
♠❛♥✐M'❡ ❣(♥('❛❧❡✱ ❧❡) ❘❘❆❙ ♣❡✉✈❡♥+ ❝♦♥+❡♥✐' ❞❡) ❝♦♥+'❛✐♥+❡) ❞❡ ❧❛ ❢♦'♠❡ ❘
′
❂ ✵✱ ❞♦♥❝
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ d
❘
′
❡)+ '(❞✉✐+ J ✉♥ ✐♥+❡'✈❛❧❧❡ ❞(❣(♥('(✳ ❉❛♥) ❝❡) ❝♦♥❞✐+✐♦♥)✱ ✐❧ ❡)+ ✐♠♣♦))✐❜❧❡
❧♦') ❞✉ +❡)+ ❞✬✐♥❝❧✉)✐♦♥ ❞❡ +'♦✉✈❡' ❧❡) ❜♦✐+❡) AI ✳
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉4✐♦♥
❈❡++❡ )❡❝+✐♦♥ ❛ ❡✉ ♣♦✉' ❜✉+ ❞❡ ♣'()❡♥+❡' ❝♦♠♠❡♥+ ❧❡) +❡)+) ❞❡ ❝♦❤('❡♥❝❡ )♦♥+ ❡✛❡❝+✉()
❞❛♥) ❧❡ ❝❛❞'❡ ❞❡ ♥♦+'❡ ❛♣♣'♦❝❤❡✳ ❚♦✉+ ❞✬❛❜♦'❞✱ ❧✬❛♣♣'♦❝❤❡ ✐♥+❡'✈❛❧❧❡ ❡)+ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♠♦②❡♥ ❧❡ ♣❧✉) ❛❞❛♣+( ♣♦✉' ❢❛✐'❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ♣'♦❜❧M♠❡) ❞❡) ✐♥❝❡'+✐+✉❞❡) ?✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉+ ❛✈♦✐'
❞❛♥) ❧❡) ♠♦❞M❧❡)✱ ❛✐♥)✐ ?✉❡ ❧❡) ❞✐✛('❡♥+❡) ♠❡)✉'❡)✱ ❡+ ❝❡❧❛ ❛ (+( ♣'()❡♥+( ❞❛♥) ❧❛ ♣'❡✲
♠✐M'❡ ♣❛'+✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐+'❡✳ ❊♥)✉✐+❡✱ ❧❛ ❞❡✉①✐M♠❡ ♣❛'+✐❡ ❡①♣❧✐?✉❡ ❝♦♠♠❡♥+ ♥♦) ❘❘❆❙
)♦♥+ (✈❛❧✉(❡)✱ ❡♥ ✉+✐❧✐)❛♥+ ❧✬♦✉+✐❧ ❞✬✐♥✈❡')✐♦♥ ❡♥)❡♠❜❧✐)+❡ '()♦❧✈❛♥+ ❞❡) ❈❙E■ ❛✜♥ ❞✬(✈✐✲
+❡' ❧❡) ♣'♦❜❧M♠❡) ❞✬✐)♦❧❛❜✐❧✐+( ❡+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛❜✐❧✐+(✳ ❊+ ✜♥❛❧❡♠❡♥+✱ ❧❛ ❣(♥('❛+✐♦♥ ❞❡ '()✐❞✉
✼✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡ 2 ❧❛ &34♦❧✉%✐♦♥ ❞❡4 ❘❘❆❙
" ♣❛%&✐% ❞❡* ❘❘❆✱ ✈✐❛ ❧❡* &❡*&* ❞❡ ❝♦❤3%❡♥❝❡✱ ❡*& %❡♠♣❧❛❝3❡ ♣❛% ❧❛ ♥♦&✐♦♥ ❞❡ *❛&✐*❢❛❝&✐♦♥
❞❡ ❝♦♥&%❛✐♥&❡*✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ✐❧ *✉✣& ❞❡ ♣%♦✉✈❡% <✉✬✐❧ ❡①✐*&❡ ❛✉ ♠♦✐♥* ✉♥❡ *♦❧✉&✐♦♥ ♣❡%♠❡&✲
&❛♥& ❞❡ *❛&✐*❢❛✐%❡ &♦✉&❡* ❧❡* ❝♦♥&%❛✐♥&❡* ❞❛♥* ❝❤❛<✉❡ ❘❘❆❙ ♣♦✉% ❝♦♥❝❧✉%❡ <✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛*
❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡✳
✸ ❚"❛♥%❢♦"♠❛)✐♦♥ ❞✉ ❈❙/■
✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥
❚♦✉* ❧❡* ❡♥*❡♠❜❧❡* ❞❡ ❝♦♥&%❛✐♥&❡* ❈
′
*♦♥& ❞3❝♦♠♣♦*❛❜❧❡* ❡♥ ✸ ❣%♦✉♣❡* *✉✐✈❛♥& <✉❡ ✿
✶✳ ▲❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❝♦♥&%❛✐♥&❡* ❡*& 3❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡*
✷✳ ▲❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❝♦♥&%❛✐♥&❡* ❡*& ✐♥❢3%✐❡✉% ❛✉ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡*
✸✳ ▲❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❝♦♥&%❛✐♥&❡* ❡*& *✉♣3%✐❡✉% ❛✉ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡*
J♦✉% ❧❡ ♣%❡♠✐❡% ❝❛* ❞❡ ✜❣✉%❡✱ ❧❛ ♠3&❤♦❞❡ ■♥✈❡%*✐♦♥✲❊♥*❡♠❜❧✐*&❡ ❡*& ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞✐%❡❝✲
&❡♠❡♥& ♣♦✉% ❝❡& ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥&%❛✐♥&❡*✳ ❖♥ &%❛✐&❡ ♠❛✐♥&❡♥❛♥& ❧❡ ❞❡✉①✐N♠❡ ♣♦✐♥& <✉✐
%❡♣%3*❡♥&❡ ❧❡* ❡♥*❡♠❜❧❡* ❞❡ ❝♦♥&%❛✐♥&❡* ❝♦♥&❡♥❛♥& ♣❧✉* ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡* <✉❡ ❞❡ ❝♦♥&%❛✐♥&❡*✳
J♦✉% %3*♦✉❞%❡ ❝❡ ❝❛*✱ ✐❧ ② ❛ *❡✉❧❡♠❡♥& ❞❡✉① *♦❧✉&✐♦♥* ♣♦**✐❜❧❡* ❝♦♥*✐*&❛♥& *♦✐& ❝❤❡%❝❤❡% "
%3❞✉✐%❡ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡* " &%❛✐&❡%✱ *♦✐& %❛❥♦✉&❡% ❞❡* ❝♦♥&%❛✐♥&❡* ♣♦✉% <✉❡ ❧❡ ❈❙J■
*♦✐& ❝❛%%3✳
❆✈❛♥& ❞❡ ❞3&❛✐❧❧❡% ❝❡&&❡ ♠3&❤♦❞❡✱ ❝♦♥*✐❞3%♦♥* ✉♥ ❈❙J■ *✐♠♣❧❡ ❞3✜♥✐ ♣❛% ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡
❞❡ ❝♦♥&%❛✐♥&❡* ❈
′
❝♦♠♠❡ *✉✐& ✿
r0 : y1 − 1− x = 0 ✭✺✳✺✮
r1 : x ∗ y1 − y2 = 0
❈❡ ❈
′
❝♦♥&✐❡♥& ❞❡✉① ❝♦♥&%❛✐♥&❡* {c0, c1} ♦T ❧❡* %❡❧❛&✐♦♥* ❡♥&%❡ ❧❡* ✈❛%✐❛❜❧❡* *♦♥&
❞3✜♥✐❡* ♣❛% r0 ❡& r1✳ ❖♥ ❛ ❛✉**✐ ❱ ❂ ④ ❳ ∪ ❨ ⑥ ❛✈❡❝ ❨ ❂ {y1, y2} ❛✈❡❝ [y1] ❂ ❬✵✱✷❪✱[y2]❂
❬✲✵✳✻✱✲✵✳✺❪ ❡& ❳ ❂ {x} ❛✈❡❝ [x]❂ ❪−∞,+∞❬✳
■♥❞3♣❡♥❞❛♠♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ♠3&❤♦❞❡ ❞❡ %3*♦❧✉&✐♦♥ ♣❛% ✐♥&❡%✈❛❧❧❡✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥& ❧❡* ❞❡✉①
%❡❧❛&✐♦♥* r0 ❡& r1✱ ❧❛ %❡❧❛&✐♦♥ r2 ❡*& ❣3♥3%3❡ ✿
r2 : y2 = y
2
1 − y1 ✭✺✳✻✮
❆ ♣❛%&✐% ❞❡ ❝❡&&❡ 3<✉❛&✐♦♥✱ ❧❛ *✐♠♣❧❡ ❞3%✐✈3❡ *✉% y2 = r2(y1) ✭✺✳✻✮ ♥♦✉* ♣❡%♠❡& ❞❡ ❞3&❡%✲
♠✐♥❡% ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❡&&❡ ❢♦♥❝&✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡*& %❡♣%3*❡♥&3 ✈✐❛ ❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❞❡ ❧❛ ✭❋✐❣✉%❡ ✭✺✳✸✮✮ ✿
❈❡&&❡ ❝♦✉%❜❡ ♠♦♥&%❡ <✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❡♥ ✈❛❧❡✉% %3❡❧❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ✈❛%✐❛❜❧❡ y2
❡*& ✲✵✱✷✺✳ ❖% ❧✬✐♥&❡%✈❛❧❧❡ ❝❤♦✐*✐ ❝♦♠♠❡ *✉♣♣♦%& ❞❡ y2 ❡*& [y2] ❂ ❬✲✵✳✻✱✲✵✳✺❪✱ ❞♦♥❝ ❧❛
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♣♦✉$ ❧❡ ❈❙.■ ✭✺✳✺✮✳ ❈✬❡2% ❝❡ 8✉❡ ♥♦✉2 ❝♦♥✜$♠❡ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✭✺✳✹✮✱ ♥♦%❛♠♠❡♥% ❛✉ %$❛✈❡$2
❞❡ ❧✬AI %$♦✉✈6 ♦Q ❧❡2 ❜♦✐%❡2 ❡♥ ♦$❛♥❣❡2 2♦♥% ❧❡2 ❜♦✐%❡2 ❞✬❛♣♣$♦①✐♠❛%✐♦♥ ❡①%6$✐❡✉$ ❡% ❧❡2
❜♦✐%❡2 ❡♥ ✈❡$% 2♦♥% ❧❡2 ❜♦✐%❡2 ❞✬❛♣♣$♦①✐♠❛%✐♦♥ ✐♥%6$✐❡✉$❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣$6❝✐2✐♦♥ ✜①6❡ N ✵✱✵✵✶✳
◆♦$♠❛❧❡♠❡♥%✱ ❧❡2 ❜♦✐%❡2 AI ♥♦✉2 ♣❡$♠❡%%❡♥% ❞❡ ❣❛$❛♥%✐$ ❞❡ ♠❛♥✐K$❡ ♥✉♠6$✐8✉❡ 8✉❡ %♦✉%2
❧❡2 ♣♦✐♥%2 %$♦✉✈62 2♦♥% 2T$❡♠❡♥% ❞❡2 2♦❧✉%✐♦♥2
❋✐❣✉$❡ ✺✳✹ ✕ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠6%❤♦❞❡ ■♥✈❡$2✐♦♥✲❊♥2❡♠❜❧✐2%❡ ❛✉ %$❛✐%❡♠❡♥% ❧❡ ❝❛2
✭✺✳✽✮
❈❡%%❡ 6❝$✐%✉$❡ ♥♦✉2 ❞♦♥♥❡ ❞❡2 $62✉❧%❛%2 ❡$$♦♥62 2✬✐❧2 2♦♥% ♠❛❧ ✐♥%❡$♣$6%62✳ ▲❛ 2❡✉❧❡
❝♦♥❝❧✉2✐♦♥ ❡2% 8✉❡ ❧❡ ❈❙.■
′
✭✺✳✽✮ ❛ ❞❡ ♠❛♥✐K$❡ ❣❛$❛♥%✐❡ ❞❡2 2♦❧✉%✐♦♥2 ♠❛✐2 ♦♥ ♥❡ ♣❡✉% $✐❡♥
♣$62❛❣❡$ ❞❡2 ❈❙.■ ✐♥✐%✐❛❧ ✭✺✳✺✮ ❞❛♥2 ❝❡2 ❝♦♥❞✐%✐♦♥2 ✭8✉✐ ❧✉✐ ♥✬❛❞♠❡% ❛✉❝✉♥❡ 2♦❧✉%✐♦♥✮✳
✽✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡ 2 ❧❛ &34♦❧✉%✐♦♥ ❞❡4 ❘❘❆❙
❆✈❡❝ ❝❡& ❡①♣❧✐❝❛,✐♦♥&✱ ♦♥ ♣❡✉, ❡♥ 1❡,✐1❡1 ❧❛ ♣1❡♠✐31❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥ 5 1❡&♣❡❝,❡1 ✿ ♦♥ ♥❡ ❞♦✐,
♣❛& ❝❛&&❡1 ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥,1❡ ❧❡& ❞✐✛81❡♥,❡& ✈❛1✐❛❜❧❡& ❧♦1& ❞❡ ❝❡,,❡ ,1❛♥&❢♦1♠❛,✐♦♥ ❡♥ ❢❛✐&❛♥,
❛♣♣❛1❛✐,1❡ ❞❛♥& ❧❡& 1❡❧❛,✐♦♥& ❞✉ ❈❙=■ ✉♥❡ ♠?♠❡ ✈❛1✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣❛1, ❡, ❞✬❛✉,1❡ ❞❡ ❧✬8❣❛❧✐,8✱
♦✉ ♣❧✉& ❡①❛❝,❡♠❡♥, ✉♥❡ ✈❛1✐❛❜❧❡ ❛♣♣❛1❛✐&&❛♥, 5 ❞1♦✐, ❞❡ ❧✬8❣❛❧✐,8 ♥❡ ❞♦✐, ❥❛♠❛✐& ❛♣♣❛1❛✐,1❡
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐& 5 ❣❛✉❝❤❡ ❞❛♥& ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& 1❡❧❛,✐♦♥&✳ ❆ ♣❛1,✐1 ❞❡✲❧5✱ ♦♥ ♣❡✉, 8❧✐✲
♠✐♥❡1 ❧❡& 8❝1✐,✉1❡& ✿ ✭✺✳✽✮✱ ✭✺✳✶✷✮✱ ✭✺✳✶✸✮ ❡, ✭✺✳✶✹✮ M✉✐ ♥❡ ,1❛❞✉✐&❡♥, ♣❧✉& ❧❡ ♣1♦❜❧3♠❡ ✐♥✐,✐❛❧✳
❈♦♥❝❡♥,1♦♥& ♥♦✉& ♠❛✐♥,❡♥❛♥, &✉1 ❧❡& ,1❛♥&❢♦1♠❛,✐♦♥& ❞❡ ❈❙=■ ✭✺✳✾✮ ❡, ✭✺✳✶✶✮✳ ❉❛♥&
❝❡& ❝❛&✱ ❝❡❧❛ 1❡✈✐❡♥, 5 ❝❤❡1❝❤❡1 ❧❡& ❡♥&❡♠❜❧❡& &♦❧✉,✐♦♥ ❙i &✉✐✈❛♥,& ✿
=♦✉1 ❧❡ ❝❛& ✭✺✳✾✮
❙i = {∃y1 ∈ [y1], ∃y2 ∈ [y2], ∃x ∈ [x], ∃yˆ1 ∈ [y1]|r0(x) = y1, r1(y2, x) = yˆ1} ✭✺✳✶✻✮
❊, ♣♦✉1 ❧❡ ❝❛& ✭✺✳✶✶✮
❙i = {∃y1 ∈ [y1], ∃y2 ∈ [y2], ∃x ∈ [x], ∃xˆ ∈ [x]|r0(y1) = x, r1(y2, y1) = xˆ} ✭✺✳✶✼✮
❖♥ ♣❡✉, ❝♦♥&,❛,❡1 M✉❡ ❧❡& ✈❛1✐❛❜❧❡& ✐♥,❡1✈❡♥❛♥, ❞❛♥& ❧❡ ❈❙=■ ♥❡ &♦♥, ♣❛& ❧❡& ♠?♠❡& ❝❡
M✉✐ ✈❡✉, ❞✐1❡ M✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ,1❛✐,❡ ,♦✉❥♦✉1& ♣❛& ❧❡ ❈❙=■ ✐♥✐,✐❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ✉♥ ♣♦✐♥, ✐♠♣♦1,❛♥,
M✉✬✐❧ ❢❛✉, 1❡,❡♥✐1 ❧♦1&M✉✬♦♥ ,1❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣1♦❝❤❡ ✐♥,❡1✈❛❧❧❡ ❡&, ❧❛ ♥♦,✐♦♥ ❞❡ ❜♦✐,❡✳ ❈❡,,❡
♥♦,✐♦♥ ❡&, ❝1✉❝✐❛❧❡ ♣♦✉1 ❞8❝✐❞❡1 &✐ ✉♥❡ ✈❛1✐❛❜❧❡ vi ♣❡✉, ♣❛&&❡1 ♦✉ ♣❛& ❞❛♥& ❧❛ ♣❛1,✐❡ ✐♠❛❣❡
❞✬✉♥ ❈❙=■ ❡, ❝❡❝✐ ❡&, ✐❧❧✉&,18❡ ♣❛1❢❛✐,❡♠❡♥, ✈✐❛ ❧❡ ❝❛& ✭✺✳✾✮ ❡, ❧❡ ❝❛& ✭✺✳✶✶✮ ❊♥ ❢❛✐,✱ M✉❡❧M✉❡
&♦✐❡♥, ❧❡& ✈❛❧❡✉1& ❞❡ y1 ❡, ❞❡ x ❞❛♥& ❝❡& ❞❡✉① ❝❛& ✭✺✳✾✮ ❡, ✭✺✳✶✶✮✱ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡&
1❡❧❛,✐♦♥& ✭r0, r1✮ ❡&, 1✐❣♦✉1❡✉&❡♠❡♥, ✉♥ &❡❣♠❡♥, ❞❡ ❞1♦✐, ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉1 1♦✉❣❡
&✉1 ❧❛ ✜❣✉1❡ ✭✺✳✺✮✳
❋✐❣✉$❡ ✺✳✺ ✕ =1♦❜❧3♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞8♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥,1❡ ❧❡& ✈❛1✐❛❜❧❡& ❞❛♥& ❧❛ ♣❛1,✐❡ d
❘
❈♦♠♠❡ ♥♦✉& ,1❛✈❛✐❧❧♦♥& &❡✉❧❡♠❡♥, ❛✈❡❝ ❞❡& ❜♦✐,❡&✱ d
❘
′
❡&, ❞♦♥❝ ❧❛ ❜♦✐,❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥,
❝❡,,❡ ❞1♦✐,❡✱ ❝❡ M✉✐ 1❡✈✐❡♥, 5 ❛✈♦✐1 ✉♥ ♣1♦❜❧3♠❡ ❞❡ ❞8♣❡♥❞❛♥❝❡ 1❡&♣❡❝,✐✈❡♠❡♥, &✉1 y1
✽✶
❡# x ❡♥ ✭✺✳✾✮ ❡# ✭✺✳✶✶✮✳ ❈♦♥,✐❞/0♦♥, ✉♥❡ ❜♦✐#❡ ✈
′ ∈ d
❱
′
❡# ,✉♣♣♦,♦♥, 4✉❡ ❬❘
′
❪ ✭❬✈
′
❪✮ ∈
d
❘
′
❝♦♠♠❡ ,✉0 ❧❛ ✜❣✉0❡ ✭✺✳✺✮✳ ▼❛❧❣0/ 4✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉,✐♦♥ ❞❡ ❝❡##❡ ❜♦✐#❡ ✈
′
,♦✐#
✈/0✐✜/❡✱ ✐❧ ❡,# ❡00♦♥/ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉0❡ 4✉❡ b1 ❝♦♥#✐❡♥# ✉♥❡ ,♦❧✉#✐♦♥ ❞❡ ❈
′
✳
◆♦0♠❛❧❡♠❡♥#✱ ❧❡ ❢❛✐# 4✉❡ ❬❘
′
❪ ✭❬✈
′
❪✮ ,❡ #0♦✉✈❡ C ❧✬✐♥#/0✐❡✉0 ❞❡ ❧❛ ❜♦✐#❡ d
❘
′
♥♦✉, ♣❡0♠❡#✲
#0❛ ❞❡ ❞✐0❡ 4✉❡ ✈
′
❡,# ✉♥❡ ❜♦✐#❡ ❞✬❛♣♣0♦①✐♠❛#✐♦♥ ✐♥#/0✐❡✉0❡✳ ❖0 ❬❘
′
❪ ✭❬✈
′
❪✮ ♥✬✐♥#❡0,❡❝#❡ ♣❛,
❞✉ #♦✉# ❧❛ ❞0♦✐#❡ 0♦✉❣❡ ❡♥ 0/❛❧✐#/ ❝❡ 4✉✐ ♠♦♥#0❡ ♣❛0❢❛✐#❡♠❡♥# 4✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ,♦❧✉#✐♦♥ ❞❡
♥✉♠/0✐4✉❡♠❡♥# ❣❛0❛♥#✐❡ ❞❛♥, ❝❡##❡ ❜♦✐#❡ ✈
′
✳ ❈✬❡,# ♣♦✉0 ❝❡##❡ 0❛✐,♦♥ 4✉❡ ♥♦#0❡ ❞❡✉①✐H♠❡
❝♦♥❞✐#✐♦♥ ❡,# ❞♦♥❝ ✿ ✐❧ ❡,# ✐♥#❡0❞✐# ❞❡ ❝0/❡0 ❞❡, ❞/♣❡♥❞❛♥❝❡, ❡♥#0❡ ✈❛0✐❛❜❧❡, ❞❛♥, ❧❛ ♣❛0#✐❡
d
❘
′
✭❛✈♦✐0 ♣❧✉,✐❡✉0, ❢♦✐, ❧❛ ♠J♠❡ ✈❛0✐❛❜❧❡ ❞❛♥, ❝❡##❡ ♣❛0#✐❡✮✳
❆♣0H, ❛✈♦✐0 /❧✐♠✐♥/ ❝❡, ❞✐✛/0❡♥#❡, /❝0✐#✉0❡,✱ ✐❧ ♥♦✉, 0❡,#❡ ❧❡ ❝❛, ✭✺✳✶✵✮✳ ❊①❛♠✐♥♦♥, ❧❛
❢❛O♦♥ ❞♦♥# ❧❛ #0❛♥,❢♦0♠❛#✐♦♥ ❛ /#/ 0/❛❧✐,/❡✳ ❆❧♦0, ❝❡ ❈❙Q■ ❡,# ,❛#✐,❢❛✐# ❧♦0,4✉✬✐❧ ❡①✐,#❡ ❛✉
♠♦✐♥, ✉♥❡ ,♦❧✉#✐♦♥ ❙i #❡❧❧❡ 4✉❡ ✿
❙i = {∃y1 ∈ [y1], ∃x ∈ [x], ∃y2 ∈ [y2]|r0(y1, x) = 0, r1(y1, x) = y2} ✭✺✳✶✽✮
❖♥ ♣❡✉# ❢❛❝✐❧❡♠❡♥# ❝♦♥,#❛#❡0 4✉❡ ❝❡##❡ /❝0✐#✉0❡ ♥❡ ❝0/❡ ♣❛, ❞✉ #♦✉# ❞❡ ❞/♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥,
❧❛ ♣❛0#✐❡ d
❘
′
❡# 4✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥,❡0✈❡ ❡①❛❝#❡♠❡♥# ❧❡ ❈❙Q■ ✐♥✐#✐❛❧✳ ❈✬❡,# ❛✉,,✐ ❧❡ ,❡✉❧ ❝❛, 4✉✐ ♥♦✉,
❞♦♥♥❡ ❧❡ 0/,✉❧#❛# ❛##❡♥❞✉✱ ✉♥ 0/,✉❧#❛# ✈✐❞❡✱ C ❧✬✐,,✉ ❞❡ ❧❛ ♠/#❤♦❞❡ ■♥✈❡0,✐♦♥✲❊♥,❡♠❜❧✐,#❡✱
4✉✐ ,✐❣♥✐✜❡ 4✉✬✐❧ ♥✬❡①✐,#❡ ♣❛, ❞❡ ,♦❧✉#✐♦♥ ♣♦✉0 ,❛#✐,❢❛✐0❡ ❝❡ ❈❙Q■✳ Q❛0 ❝♦♥,/4✉❡♥#✱ ❧❡,
❝♦♥❞✐#✐♦♥, C 0❡,♣❡❝#❡0 ❧♦0,4✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉# ❢❛✐0❡ ♣❛,,❡0 ❧❡, ✈❛0✐❛❜❧❡, ❞❡ ❱
′
❞❛♥, ❧❛ ♣❛0#✐❡
✐♠❛❣❡ ❞❡ ❈
′
,♦♥# ✿
✕ ♦♥ ♥❡ ❞♦✐# ♣❛, ❝❛,,❡0 ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥#0❡ ❧❡, ❞✐✛/0❡♥#❡, ✈❛0✐❛❜❧❡, ❡♥ ,✬✐♥#❡0❞✐,❛♥# 4✉✬✉♥❡
♠J♠❡ ✈❛0✐❛❜❧❡ ❛♣♣❛0❛✐,,❡ ❞❡ ♣❛0# ❡# ❞✬❛✉#0❡ ❞❡ ❧✬/❣❛❧✐#/ ❞❛♥, ❧❡, ❞✐✛/0❡♥#❡, 0❡❧❛#✐♦♥,✳
✕ ✐❧ ❡,# ✐♥#❡0❞✐# ❞❡ ❝0/❡0 ❞❡, ❞/♣❡♥❞❛♥❝❡, ❡♥#0❡ ❞❡, ✈❛0✐❛❜❧❡, ♣0/,❡♥#❡, ❞❛♥, ❧❛ ♣❛0#✐❡
✐♠❛❣❡ ❞❡ ❈
′
✭❛✈♦✐0 ♣❧✉,✐❡✉0, ❢♦✐, ❧❛ ♠J♠❡ ✈❛0✐❛❜❧❡ ❞❛♥, ❝❡##❡ ♣❛0#✐❡✮
Q❛0 ❝♦♥,/4✉❡♥#✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ C 0❡,♣❡❝#❡0 ❧♦0,4✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉# ❢❛✐0❡ ♣❛,,❡0 ❞❡, ✈❛0✐❛❜❧❡, ❞❛♥,
❧❛ ♣❛0#✐❡ ✐♠❛❣❡ ❡,# ✿ ,❡✉❧❡, ❧❡, ✈❛0✐❛❜❧❡, 4✉✐ ❛♣♣❛0❛✐,,❡♥# ✉♥❡ ,❡✉❧❡ ❢♦✐, ❞❛♥, ❧❡, 0❡❧❛#✐♦♥,
,♦♥# ❛✉#♦0✐,/❡, ❛✉ ♣❛,,❛❣❡ ❝❛0 ❧❛ ♠/#❤♦❞❡ ❞✬✐♥✈❡0,✐♦♥✱ ❡♥ ♥❡ ❞/❝♦✉♣❛♥#✴0/❞✉✐,❛♥# ♣❧✉,
❝❡, ✈❛0✐❛❜❧❡,✱ ❝♦♥❞✉✐0❛✐# ♣♦✉0 ♣0♦❜❧H♠❡ ❞❡ ❞/♣❡♥❞❛♥❝❡ C 0/,♦✉❞0❡ ✉♥ ❈❙Q■ ❞✐✛/0❡♥#✳
◆/❛♥♠♦✐♥,✱ ✐❧ ♥✬❡,# ♣❛, #♦✉❥♦✉0, ♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐0❡ ♣❛,,❡0 ❞❡, ✈❛0✐❛❜❧❡, ❞❛♥, ❧❛ ♣❛0#✐❡
✐♠❛❣❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉# ♣0♦✈❡♥✐0 ❞✉ ❢❛✐# 4✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ✈❛0✐❛❜❧❡ 4✉✐ 0❡,♣❡❝#❡ ❧❡, ❝♦♥❞✐#✐♦♥,
❞❡ #0❛♥,❢♦0♠❛#✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡✉①✐H♠❡ ,♦❧✉#✐♦♥ 4✉✐ ❝♦♥,✐,#❡ C 0❛❥♦✉#❡0 ❞❡, ❝♦♥#0❛✐♥#❡, ✜❝#✐✈❡,
♥♦✉, ♣❡0♠❡##0❛ ❞❡ 0/,♦✉❞0❡ ❝❡##❡ ❞✐✣❝✉❧#/✳
✸✳✸ ❆❥♦✉& ❞❡ ❝♦♥&+❛✐♥&❡. ✜❝&✐✈❡.
❘❡♣0❡♥♦♥, ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✭✺✳✺✮ ♦Z ❧❡ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ ✈❛0✐❛❜❧❡, ❡,# ❞❡ ✸ ✿ ❱
′
❂ {y1, y2, x} ❡#
❧❡ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ ❝♦♥#0❛✐♥#❡, ❡,# ❞❡ ✷ ❈
′
❂ {c0, c1}✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉0 4✉❡ ❝❡ ❈❙Q■ ,♦✐# ❝❛00/✱ ♦♥
♣❡✉# 0❛❥♦✉#❡0 ❡♥ ♣❧✉, ✉♥❡ ❝♦♥#0❛✐♥#❡ ✜❝#✐✈❡ C ❝♦♥❞✐#✐♦♥ 4✉❡ ❝❡##❡ ❝♦♥#0❛✐♥#❡ ♥✬❛✐# ❛✉❝✉♥❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ,✉0 ❧❡ ❈❙Q■✳ Q❛0 ❝♦♥,/4✉❡♥#✱ ❧❛ ,♦❧✉#✐♦♥ 4✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❛❞♦♣#/ ❡,# ❞❡ 0/✉#✐❧✐,❡0 ✉♥❡
✽✷ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡ 2 ❧❛ &34♦❧✉%✐♦♥ ❞❡4 ❘❘❆❙
❞❡$ ✈❛'✐❛❜❧❡$ ❝♦♥♥✉❡$ ♣♦✉' ❝♦♥$0'✉✐'❡ ❝❡00❡ ❝♦♥0'❛✐♥0❡ ✿ $♦✐0 cfictive1 ✱ $♦✐0 cfictive2 ❛✈❡❝ ✭❯♥❡
✈❛'✐❛❜❧❡ ❝♦♥♥✉❡ ❡$0 ♣❧✉$ ♣'5❢5'❛❜❧❡ 7✉✬✉♥❡ ✈❛'✐❛❜❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥$ ❧❡ $❡♥$ ♦9 ❧❡✉' $✉♣♣♦'0
❡$0 ❝♦♥♥✉ ❞♦♥❝ ♠♦✐♥$ ❞❡ 0'❛✐0❡♠❡♥0 ❧♦'$ ❞❡$ 50❛♣❡$ '5❞✉❝0✐♦♥✴❜✐$$❡❝0✐♦♥✮ ✿
rfictive1 : y1 = y1 ✭✺✳✶✾✮
♦✉ ❜✐❡♥
rfictive2 : y2 = y2 ✭✺✳✷✵✮
❉❛♥$ ❝❡ ❝❛$✱ ♥♦0'❡ ❈❙E■ ❝♦♥$✐$0❡'❛ G 0'♦✉✈❡' ❛✉ ♠♦✐♥$ ✉♥❡ $♦❧✉0✐♦♥ ❙i 0❡❧❧❡ 7✉❡ ✿
E♦✉' ❧❡ ♣'❡♠✐❡' ❝❛$ ♦9 ♦♥ '❛❥♦✉0❡ ❡♥ ♣❧✉$ ❧❛ ❝♦♥0'❛✐♥0❡ cfictive1 ✿
❙i = {∃y1 ∈ [y1], ∃y2 ∈ [y2], ∃x ∈ [x], ∃yˆ1 ∈ [yˆ1]
|r0(y1, x) = 0, r1(y2, y1, x) = 0, rfictive1(y1) = yˆ1} ✭✺✳✷✶✮
E♦✉' ❧❡ ❞❡✉①✐J♠❡ ❝❛$ ♦9 ♦♥ '❛❥♦✉0❡ ❡♥ ♣❧✉$ ❧❛ ❝♦♥0'❛✐♥0❡ cfictive2 ✿
❙i = {∃y1 ∈ [y1], ∃y2 ∈ [y2], ∃x ∈ [x], ∃yˆ2 ∈ [yˆ2]
|r0(y1, x) = 0, r1(y2, y1, x) = 0, rfictive2(y2) = yˆ2} ✭✺✳✷✷✮
❆ ♣'❡♠✐J'❡ ✈✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉0 ❢❛❝✐❧❡♠❡♥0 ❝♦♥$0❛0❡' 7✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥0 ♣❛' '❛♣♣♦'0
❛✉ ❈❙E■ ✐♥✐0✐❛❧ ❝❛' ♦♥ ❛ '❛❥♦✉05 ❡♥ ♣❧✉$ ✉♥❡ ❝♦♥0'❛✐♥0❡ ✜❝0✐✈❡✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ♣❛' '❛♣♣♦'0 ❛✉①
❡①♣❧✐❝❛0✐♦♥$ ♣'5❝5❞❡♥0❡$✱ ♦♥ ❝'5❡ ❡♥ ♣❧✉$ ✉♥❡ ✈❛'✐❛❜❧❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✿ $♦✐0 yˆ1 ♣♦✉' ❧❡ ♣'❡♠✐❡'
❝❛$✱ $♦✐0 yˆ2 ♣♦✉' ❧❡ ❞❡✉①✐J♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥0✱ ❝❡$ ❞❡✉① ❝❛$ ♠5'✐0❡♥0 ❞✬P0'❡ ❞50❛✐❧❧5$ ❛✜♥ ❞❡
❝♦♠♣'❡♥❞'❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝'55❡ $✉' ❧❡ ❈❙E■ ✐♥✐0✐❛❧✳
❊✛❡❝0✐✈❡♠❡♥0✱ ❝♦♥❝❡♥0'♦♥$ ♠❛✐♥0❡♥❛♥0 $✉' ❧❡ ♣'❡♠✐❡' ❝❛$ ✭❧❡ ❞❡✉①✐J♠❡ ❝❛$ ❡$0
✐❞❡♥0✐7✉❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉0 '❡♠❛'7✉❡' 7✉❡ ❝❡00❡ ❝♦♥0'❛✐♥0❡ ✜❝0✐✈❡ cfictive1 ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
$✉' ❧❡$ ❞❡✉① ♣'❡♠✐J'❡$ ❝♦♥0'❛✐♥0❡$ c0✱ c1 7✉✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥0 ♣❛$ ❞✉ 0♦✉0 ❡0 ❝♦''❡$♣♦♥❞❡♥0
❛✉① ❝♦♥0'❛✐♥0❡$ ❞✉ ❈❙E■ ✐♥✐0✐❛❧✳ ◗✉❛♥0 G ❧❛ ❝♦♥0'❛✐♥0❡ ✜❝0✐✈❡ cfictive1 ✱ ❡❧❧❡ ❡$0 0♦✉❥♦✉'$
✈'❛✐❡ 7✉❡❧❧❡$ 7✉❡ $♦✐❡♥0 ❧❡$ ✈❛❧❡✉'$ ❞❡$ ✈❛'✐❛❜❧❡$ ✉0✐❧✐$5❡$ ❞❛♥$ c0 ❡0 c1✱ ❡❧❧❡ ❡$0 ❞♦♥❝
❝♦♠♣❧J0❡♠❡♥0 0'❛♥$♣❛'❡♥0✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉$✐♦♥✱ ♠P♠❡ $✐ ♦♥ '❛❥♦✉0❡ ❡♥ ♣❧✉$ ✉♥❡ ❝♦♥0'❛✐♥0❡
✜❝0✐✈❡✱ ❧❡ ❈❙E■ ❡♥ ❧✉✐✲♠P♠❡ ♥✬❡$0 ♣❛$ 0'❛♥$❢♦'♠5 ❡0 ❞♦♥❝ ❝❡$ ❞❡✉① ❝♦♥0'❛✐♥0$ ✜❝0✐✈❡$ $♦♥0
❛❝❝❡♣0❛❜❧❡$✳
◆♦0♦♥$ 7✉✬✐❧ ❡$0 0♦✉❥♦✉'$ ✐♥0❡'❞✐0 ❞❡ ❝'5❡' ❞❡$ ❞5♣❡♥❞❛♥❝❡$ ❞❡ ✈❛'✐❛❜❧❡$ ❞❛♥$ ❧❛ ♣❛'0✐❡
✐♠❛❣❡ ❞❡ ❈
′
✭❛✈♦✐' ♣❧✉$✐❡✉'$ ❢♦✐$ ❧❛ ♠P♠❡ ✈❛'✐❛❜❧❡ ❞❛♥$ ❝❡00❡ ♣❛'0✐❡✮✳ E♦✉' ❝❡ ❢❛✐'❡✱ ❧❛
❝♦♥❞✐0✐♦♥ G '❡$♣❡❝0❡' ❡$0 ❞♦♥❝ ✿ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉0 ♣❛$ '5✉0✐❧✐$❡' ✉♥❡ ✈❛'✐❛❜❧❡ 7✉✐ ❛ 505 ♣❛$$5❡
❞❛♥$ ❧❛ ♣❛'0✐❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✉' ❝♦♥$0'✉✐'❡ ✉♥❡ ❝♦♥0'❛✐♥0❡ ✜❝0✐✈❡✳
❈❡00❡ ♠50❤♦❞❡ ❚'❛♥$❢♦'♠❛0✐♦♥✲❞❡$✲❱❛'✐❛❜❧❡$ ♣❡'♠❡0 ❞✬❡✛❡❝0✉❡' ✉♥ ♣'5✲0'❛✐0❡♠❡♥0 $✉'
❧❡$ ❈❙E■ ❛✈❛♥0 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠50❤♦❞❡ ■♥✈❡'$✐♦♥✲❊♥$❡♠❜❧✐$0❡ ♣♦✉' ❧❡$ 5✈❛❧✉❡'✳ ❈❡
♣'5✲0'❛✐0❡♠❡♥0 ♥♦✉$ ♣❡'♠❡00'❛ ❞❡ 0'❛✐0❡' ♥♦$ ❈❙E■ ❡0 ✐❧ ♣❡'♠❡0 5❣❛❧❡♠❡♥0 ❞❡ '5❞✉✐'❡ ❛✉
♠❛①✐♠✉♠ ❧❛ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡$♣❛❝❡ ❞❡ '❡❝❤❡'❝❤❡ G ❡①♣❧♦'❡' ❝❡ 7✉✐ ❡$0 0'J$ ❛✈❛♥0❛❣❡✉①
✽✸
 !♦❝❡❞✉!❡ ✹ Algorithme de transformation CSPI
n ❂ ❉✐♠✭❱ ✮ ✲ ❉✐♠✭❈❙+■✮
✐❢ n < 0 *❤❡♥
❲❡ ❝❛♥ ♥♦3 ❝♦♠♣✉3❡ 3❤✐7 ❈❙+■
❡♥❞ ✐❢
✐❢ n = 0 *❤❡♥
❚❤❡ ❈❙+■ ✐7 79✉❛:❡❞
❡♥❞ ✐❢
✐❢ n > 0 *❤❡♥
✇❤✐❧❡ n > 0 ❞♦
❢♦! ❊❛❝❤ ❝♦♥73:❛✐♥ cj ∈ ❈❙+■ ❞♦
❢♦! ❊❛❝❤ ❦♥♦✇♥ ✈❛:✐❛❜❧❡ yi ∈ varmecj ❞♦
✐❢ Dim(yi) ❂ ✶ *❤❡♥
dr ❂ dr ← yi
❜:❡❛❦
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦!
n = n− 1
❡♥❞ ❢♦!
✐❢ n > 0 *❤❡♥
❆❞❞ ❈♦♥73:❛✐♥7✭CSPIi✮
n = n− 1✱
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ✇❤✐❧❡
❡♥❞ ✐❢
❧♦:79✉✬♦♥ ❛ ❞❡7 ❈❙+■ ❞❡ ❣:❛♥❞❡ 3❛✐❧❧❡ G 3:❛✐3❡:✳ ▲❛ ♠J3❤♦❞❡ ❚:❛♥7❢♦:♠❛3✐♦♥✲❞❡7✲❱❛:✐❛❜❧❡7
❡73 ❞♦♥♥J❡ ❞❛♥7 ❧✬❛❧❣♦:✐3❤♠❡ ✭✹✮
❖O Dim ❡73 ❧❡ ♥♦♠❜:❡ ❞❡7 J❧J♠❡♥37 ❞❛♥7 ❝❤❛9✉❡ ❡♥7❡♠❜❧❡ ❝♦::❡7♣♦♥❞❛♥3✳ ▲❛ ❢♦♥❝3✐♦♥
❘❛❥♦✉3 ❈♦♥73:❛✐♥7✭❈❙+■i✮ ❡73 ❞♦♥♥J❡ ❞❛♥7 ❧✬❛❧❣♦:✐3❤♠❡ ✭✺✮
 !♦❝❡❞✉!❡ ✺ ❆❞❞ ❈♦♥73:❛✐♥7✭CSPIi✮
❢♦! ❊❛❝❤ ✈❛:✐❛❜❧❡ yi ∈ ❱ ❞♦
✐❢ yi ✐7 ♥♦3 ✉7❡❞ ❛♥❞ Dim(yi) ❂ ✶ *❤❡♥
❆❞❞ cj ✿ yi ❂ yi
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦!
❯♥❡ ❢♦✐7 ❝❡ ♣:J✲3:❛✐3❡♠❡♥3 ❡✛❡❝3✉J✱ ♦♥ ❡73 7V: 9✉❡ ♥♦7 ❈❙+■ 7♦♥3 ❝❛::J7 ❡3 ♦♥ ♣❡✉3
❛❧♦:7 ❛♣♣❧✐9✉❡: ❧❛ ♠J3❤♦❞❡ ■♥✈❡:7✐♦♥✲❊♥7❡♠❜❧✐73❡ ♣♦✉: ❧❡7 J✈❛❧✉❡:✳
✽✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡ 2 ❧❛ &34♦❧✉%✐♦♥ ❞❡4 ❘❘❆❙
✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
❉❛♥% ❝❡((❡ %❡❝(✐♦♥✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣/0%❡♥(0 ❧❛ ♠0(❤♦❞❡ ❚/❛♥%❢♦/♠❛(✐♦♥✲❞❡%✲❱❛/✐❛❜❧❡%
:✉✐ ❝♦♥%✐%(❡ ; /❡♥❞/❡ ✉♥ ❈❙>■ ♥♦♥✲❝❛//0 ❝❛//0✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① %♦❧✉(✐♦♥% %♦♥( ❡①♣♦%0❡%
❞♦♥( ❧❛ ♣/❡♠✐C/❡ %♦❧✉(✐♦♥ :✉✐ ❝♦♥%✐%(❡ ; /0❞✉✐/❡ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ✈❛/✐❛❜❧❡% ; (/❛✐(❡/ ♣❛/
/0❞✉❝(✐♦♥ ❡( ❜✐%%❡❝(✐♦♥ ❡♥ ♣❛%%❛♥( ✉♥ ❝❡/(❛✐♥ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ✈❛/✐❛❜❧❡% ❞❛♥% ❧❛ ♣❛/(✐❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡%
❝♦♥(/❛✐♥(❡%✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ❝❡((❡ %♦❧✉(✐♦♥ ♣♦%❡ ✉♥ ♣/♦❜❧C♠❡ ♠❛❥❡✉/ %✐ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉( ♣❛% ❢❛✐/❡
♣❛%%❡/ %✉✣%❛♠♠❡♥( ❞❡ ✈❛/✐❛❜❧❡% ❞❛♥% ❧❛ ♣❛/(✐❡ ✐♠❛❣❡✱ ❝✬❡%(✲;✲❞✐/❡ :✉✬❛♣/C% ❧❡ ♣❛%%❛❣❡
❞❡% ✈❛/✐❛❜❧❡%✱ ❧❡ ❈❙>■ /❡%(❡ (♦✉❥♦✉/% ♥♦♥✲❝❛//0✳ ❉❛♥% ❝❡ ❝❛%✱ ❧❛ ❞❡✉①✐C♠❡ %♦❧✉(✐♦♥ ❡%(
❝♦♠♣❧0♠❡♥(❛✐/❡ ❡♥ ❛❥♦✉(❛♥( ❞❡% ❝♦♥(/❛✐♥(❡% ✜❝(✐✈❡%✳ ▲❡% ❝♦♥(/❛✐♥(❡% ✜❝(✐✈❡% ♥✬❛♣♣♦/(❡♥(
♣❛% ❞✬✐♥❢♦/♠❛(✐♦♥ ♠❛✐% ❞❡✈/♦♥( J(/❡ (/❛✐(0 ❧♦/% ❞✉ ♣/♦❝❡%%✉% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✐❧ ❡%( ♣/0❢0/❛❜❧❡
❞✬❡♥ ❧✐♠✐(❡/ ❧✬✉(✐❧✐%❛(✐♦♥ ❡♥ ❢❛✐%❛♥( ❧❛ ♣/❡♠✐❡/ %♦❧✉(✐♦♥✳
✹ ❆♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ * ❧✬,✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞❡1 2❡❧❛'✐♦♥1 ❞❡ 2❡❞♦♥✲
❞❛♥❝❡ ❛♥❛❧②'✐5✉❡ 1②♠❜♦❧✐5✉❡1
✹✳✶ ■♥-.♦❞✉❝-✐♦♥
▼❛✐♥(❡♥❛♥( :✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣/0%❡♥(0 (♦✉(❡% ❧❡% 0(❛♣❡% ♣♦✉/ ❣0♥0/❡/ ❧❡% ❘❘❆❙✱ ♣/❡♥❞/❡
❡♥ ❝♦♠♣(❡ ❞❡% ✐♥❝❡/(✐(✉❞❡% ❡( 0✈❛❧✉❡/ ❝❡% ❘❘❆❙ %♦✉% ❢♦/♠❡ ❞❡ ❈❙>■✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ♣❛%%❡/
❛✉ (/❛✐(❡♠❡♥( ❞❡% ❘❘❆❙ ❣0♥0/0❡% ♣/0❝0❞❡♠♠❡♥( ❞❛♥% ❧✬❡①❡♠♣❧❡ %(❛(✐:✉❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐(/❡ ✭✹✮
✹✳✷ ❚❡)- ❞❡ ❝♦❤4.❡♥❝❡
>/❡♥♦♥% ❧❛ ♣/❡♠✐C/❡ ❘❘❆❙1 ❣0♥0/0❡ ; ♣❛/(✐/ ❞✉ %②%(C♠❡ ✭✹✳✸✮✱ ❧❡% ❞✐✛0/❡♥(❡% 0(❛♣❡%
♣♦✉/ (❡%(❡/ ❧❛ ❝♦❤0/❡♥❝❡ ❡♥(/❡ ❧❡% ✐♥❢♦/♠❛(✐♦♥% ❞❡ ❝❡((❡ ❘❘❆❙ %♦♥( ❞0(❛✐❧❧0❡% ❝♦♠♠❡ %✉✐( ✿
r0 : −0.01 ∗ x1 + 0.01 ∗ x2 + 0.1 ∗ y1 = 0
r1 : 0.01 ∗ x1 − 0.11 ∗ x2 = 0
r2 : y2 − x1 − x2 = 0
❆✈❡❝ ❈❙>■ ❂{c0, c1, c2}✱❱ ❂ ④❳ ∪ ❨ ⑥ ❛✈❡❝ ❳❂{x1, x2}✱❨❂{y1, y2}✳
▲❛ ♣/❡♠✐C/❡ :✉❡%(✐♦♥ :✉✬✐❧ ❢❛✉( ♣♦%❡/ ❡%( ❞❡ %❛✈♦✐/ %✐ ❝❡ ❈❙>■ ❡%( ❝❛//0 ♣♦✉/ ♣♦✉✈♦✐/
❛♣♣❧✐:✉❡/ ❞✐/❡❝(❡♠❡♥( ❧❛ ♠0(❤♦❞❡ ■♥✈❡/%✐♦♥✲❊♥%❡♠❜❧✐%(❡ ❄ ❈❡❝✐ ♥✬❡%( ♣❛% ❧❡ ❝❛% ❝❛/ ❧❡
♥♦♠❜/❡ ❞❡ ✈❛/✐❛❜❧❡% ✈❛✉( ✹ ❡( ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ❝♦♥(/❛✐♥(❡% ✈❛✉( ✸✳ ❉♦♥❝ ❧✬0(❛♣❡ ❞❡ ♣/0✲
(/❛✐(❡♠❡♥( ❞❡ ❝❡ ❈❙>■✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠0(❤♦❞❡ ❚/❛♥%❢♦/♠❛(✐♦♥✲❞❡%✲❱❛/✐❛❜❧❡%✱ ❡%( ♥0❝❡%%❛✐/❡✳
❈❡❧❛ ♥♦✉% ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❈❙>■ (/❛♥%❢♦/♠0 %✉✐✈❛♥( ✿
✽✺
r0 : −0.01 ∗ x1 + 0.01 ∗ x2 = −0.1 ∗ y1
r1 : 0.01 ∗ x1 − 0.11 ∗ x2 = 0
r2 : y2 − x1 − x2 = 0
❖♥ ♣❡✉% ❝♦♥(%❛%❡* +✉❡ ❧❛ ✈❛*✐❛❜❧❡ y1 ❡(% ♣❛((0❡ ❞❛♥( ❧❛ ♣❛*%✐❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛* ❡❧❧❡ *❡(♣❡❝%❡
%♦✉%❡( ❧❡( ❝♦♥❞✐%✐♦♥( *❡+✉✐(❡(✳ ▲❡ ❈❙8■ ❡(% ❞❡✈❡♥✉ ❝❛**0 ❡% ✐❧ ② ❛ ✶ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❡♥ ♠♦✐♥( <
%*❛✐%❡* ♣♦✉* ❧❛ ♠0%❤♦❞❡ ■♥✈❡*(✐♦♥✲❊♥(❡♠❜❧✐(%❡✳
❈♦♥(✐❞0*♦♥( +✉❡ ❝❡ (②(%@♠❡ ❡(% ❡♥ *0❣✐♠❡ ♣❡*♠❛♥❡♥% ❡% +✉❡ ❧❡( (✉♣♣♦*%( ✈❛*✐❛❜❧❡(
(♦♥% ❞♦♥♥0( ♣❛* ✿ [y1] = [1, 1.1] m
3/s, [y2] = [12, 13.2] m
3, [y3] = [1, 1.1] m
3/s, [x1] =
] −∞,+∞[, [x2] =] −∞,+∞[✳ ❆✈❡❝ ❝❡( ✈❛❧❡✉*(✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ❧❡( *0(✉❧%❛%( ❞❡ ❧❛ ♣*❡♠✐@*❡
❘❘❆❙1 ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠0%❤♦❞❡ ■♥✈❡*(✐♦♥✲❊♥(❡♠❜❧✐(%❡✱ ♣♦✉* ✉♥❡ ♣*0❝✐(✐♦♥ ✜①0❡
< ✵✳✵✶ (✉* ❧❛ ✭❋✐❣✉*❡ ✭✺✳✻✮✮ ✿
❋✐❣✉$❡ ✺✳✻ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ (✉* ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✭✺✳✷✸✮
❈❡%%❡ ✜❣✉*❡ ♥♦✉( ♠♦♥%*❡ +✉✬✐❧ ❡①✐(%❡ ❡✛❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❞❡( (♦❧✉%✐♦♥( ♣❡*♠❡%%❛♥% ❞❡ (❛✲
%✐(❢❛✐*❡ ❧❡ ❈❙8■✳ ❊% ♦♥ ♣❡✉% ❝♦♥❝❧✉*❡ +✉❡ ❧❡( ♠❡(✉*❡( (♦♥% ❝♦❤0*❡♥%❡( ❛✈❡❝ ❧❛ ❘❘❆❙ 1✳
❆♣♣❧✐+✉♦♥( ♠❛✐♥%❡♥❛♥% ❝❡❝✐ < ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ❘❘❆❙ %*♦✉✈0❡( ♣♦✉* ❧❡ (②(%@♠❡ (%❛%✐+✉❡
✭✹✳✸✮✳
✕ ❘❘❆❙1❂④c0, c1, c2⑥
✕ ❘❘❆❙2❂④c0, c1, c3⑥
✕ ❘❘❆❙3❂④c0, c2, c3⑥
✕ ❘❘❆❙4❂④c1, c2, c3⑥
✽✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡ 2 ❧❛ &34♦❧✉%✐♦♥ ❞❡4 ❘❘❆❙
❋✐❣✉$❡ ✺✳✼ ✕ ❘'(✉❧+❛+( ❞❡( +❡(+( ❞❡ ❝♦❤'2❡♥❝❡ ❞❡( ❘❘❆❙
❊♥ ❛♣♣❧✐9✉❛♥+ ❧❡( ❞❡✉① '+❛♣❡( ♣2'❝'❞❡♥+❡( ; ❧✬'✈❛❧✉❛+✐♦♥ ❞❡ ❝❡( ❘❘❆❙✱ ♦♥ ♦❜+✐❡♥+ ❧❡(
2'(✉❧+❛+( (✉✐✈❛♥+( ✭❋✐❣✉2❡ ✭✺✳✼✮✮ ✿
❈❡++❡ ✜❣✉2❡ ♥♦✉( ♠♦♥+2❡ ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ 2'(✉❧+❛+( ♣♦✉2 +♦✉( ❧❡( ❈❙H■ ❡+ ❝♦♠♠❡ ✐❧( (♦♥+
+♦✉( (❛+✐(❢❛✐+(✱ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉(✐♦♥ 9✉✬♦♥ ♣❡✉+ ❡♥ 2❡+✐2❡2 ❡(+ 9✉❡ +♦✉+❡( ❧❡( ✐♥❢♦2♠❛+✐♦♥( ❞❛♥( ❝❡
(②(+L♠❡ (♦♥+ ❝♦❤'2❡♥+❡( ❡+ ❞♦♥❝ 9✉✬✐❧ ♥✬❡(+ ♣❛( ❡♥ ♠❛✉✈❛✐( ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡♠❡♥+✳
◆♦+♦♥( 9✉❡ ❧❡( ♣2♦❜❧L♠❡( ❞✬✐♥✈❡2(✐♦♥ ♦♥+ '+' ♠❡♥'( ; ❧❡✉2 +❡2♠❡( ❡+ 9✉❡ +♦✉+❡( ❧❡(
(♦❧✉+✐♦♥( ❞❡( ❞✐✛'2❡♥+( ❈❙H■ ♦♥+ '+' ❝❛❧❝✉❧'❡(✱ ♠❛✐( ♦♥ ❛✉2❛✐+ ♣✐ ❝♦♥❝❧✉2❡ ❞❡( ❧♦2( 9✉✬✉♥
♣❛✈' (♦❧✉+✐♦♥ '+❛✐+ +2♦✉✈' ❡+ ♥❡ ♣❛( ♣♦✉2(✉✐✈2❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳
▼❛✐♥+❡♥❛♥+✱ (✉♣♣♦(♦♥( 9✉❡ ❧❡ ❝❛♣+❡✉2 y3 (♦✐+ ❡♥ ❞'❢❛✉+ ❡+ ♥♦✉( ❞♦♥♥❡ ✉♥ ✐♥+❡2✈❛❧❧❡
[y1]❂ ❬✵✳✽✱✵✳✾❪ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❬✶✱✶✳✶❪✳ ❆❧♦2( ❧❡( 2'(✉❧+❛+( ♦❜+❡♥✉( (♦♥+ ❞♦♥♥'( (✉2 ❧❛ ✜❣✉2❡ ✭✺✳✽✮ ✿
❖♥ ♣❡✉+ ❝♦♥(+❛+❡2 9✉❡ +2♦✐( ❈❙H■ ♥❡ (♦♥+ ♣❛( (❛+✐(❢❛✐+( ❝❡ 9✉✐ ✈❡✉+ ❞✐2❡ 9✉❡ ❧❡ (②(+L♠❡
♥✬❡(+ ♣❛( ❡♥ ❜♦♥ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡♠❡♥+✳ ❉❛♥( ❝❡ ❝❛(✱ ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐2 ♣❛((❡2 ; ❧✬'+❛♣❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐(❛+✐♦♥
❞❡ ❞'❢❛✉+ ❞❛♥( ❧❡ (②(+L♠❡✳ ❇✐❡♥ 9✉❡ ❝❡++❡ '+❛♣❡ ♥❡ ❢❛((❡ ♣❛( ♣❛2+✐❡ ❞✉ ❝❛❞2❡ ❞❡ ❝❡(
+2❛✈❛✉①✱ ✉♥ ♦✉+✐❧ ❝♦✉2❛♥+ 9✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉+ ✉+✐❧✐(❡2 ❡(+ ❧❛ +❛❜❧❡ ❞❡ (✐❣♥❛+✉2❡( ✭❚❛❜❧❡ ✭✺✳✶✮✮
✽✼
❋✐❣✉$❡ ✺✳✽ ✕ ▲❡' ()'✉❧,❛,' ❞❡' ❘❘❆❙ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞)❢❛✉,
'♦✉' ❧✬❤②♣♦,❤;'❡ <✉✬✐❧ ② ❛ <✉✬✉♥ '❡✉❧ ❞)❢❛✉, > ❧❛ ❢♦✐'✳
❘❘❆❙1 ❘❘❆❙2 ❘❘❆❙3 ❘❘❆❙4
y1 ✶ ✶ ✶ ✵
y2 ✶ ✵ ✶ ✶
y3 ✵ ✶ ✶ ✶
❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❚❛❜❧❡ ❞❡ '✐❣♥❛,✉(❡'
❈❡,,❡ ,❛❜❧❡ ❡', ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥'✐♦♥' ✿ ❧❡' ❝♦❧♦♥♥❡' ❝♦((❡'♣♦♥❞❡♥, ❛✉① ❘❘❆❙ ❡, ❧❡'
❧✐❣♥❡' ❝♦((❡'♣♦♥❞❡♥, ❛✉① ✈❛(✐❛❜❧❡'✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉' ♠♦♥,(❡ '✬✐❧ ② ❛ ♦✉ ♥♦♥ ❧✬✐♥,❡(✈❡♥,✐♦♥ ❞❡'
✈❛(✐❛❜❧❡' ❞❛♥' ❧❡' ❘❘❆❙ ❡, ❝❡❧❛ ❡', ,(❛❞✉✐, ♣❛( ✶ ❧♦('<✉✬✉♥❡ ✈❛(✐❛❜❧❡ ❡', ♣()'❡♥,❡ ❞❛♥'
✉♥❡ ❘❘❆❙ ❞♦♥♥)❡ ❡, ✵ '✐ ❝❡ ♥✬❡', ♣❛' ❧❡ ❝❛'✳ ❱✐❛ ❝❡,,❡ ,❛❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉, ❝♦♥',❛,❡( <✉❡
❧❛ <✉❛,(✐;♠❡ ❘❘❆❙4 ♥❡ ❝♦♥,✐❡♥, ♣❛' y1 ❡, ❝✬❡', ❛✉''✐ ❧❛ '❡✉❧❡ <✉✐ ❝♦♥❞✉✐, > ✉♥ ❈❙K■
'❛,✐'❢❛✐,✳ ❚❛♥❞✐' <✉❡ ,♦✉' ❧❡' ❛✉,(❡' ♥❡ '♦♥, ♣❛' '❛,✐'❢❛✐,' ❡, ❝❡ '♦♥, ❝❡✉① <✉✐ ❝♦♥,✐❡♥♥❡♥,
y1✳ ❆ ♣❛(,✐( ❞❡ ❧>✱ ♦♥ ♣❡✉, ❝♦♥❝❧✉(❡ <✉❡ ❧❡ ♣(♦❜❧;♠❡ ✈✐❡♥, ❞❡ ❝❡,,❡ ✈❛(✐❛❜❧❡ y1✳
✽✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡ 2 ❧❛ &34♦❧✉%✐♦♥ ❞❡4 ❘❘❆❙
✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
❉❛♥$ ❝❡''❡ $❡❝'✐♦♥✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ♣./$❡♥'/ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠/'❤♦❞❡ ■♥✈❡.$✐♦♥✲
❊♥$❡♠❜❧✐$'❡ 9 ❧✬/✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞❡$ ❘❘❆❙ ❣/♥/./❡$ ❝♦♥❝.>'❡♠❡♥' 9 ♣❛.'✐. ❞✬✉♥ $②$'>♠❡
$'❛'✐@✉❡✳ ❈❡❧❛ ❡$' ✐❧❧✉$'./ ✈✐❛ ❧❡ ♣.❡♠✐❡. ❝❛$ ❞❡ ✜❣✉.❡$ @✉✐ ❝♦♥$✐$'❡ 9 ❡✛❡❝'✉❡. ❧❡$ '❡$'$
❞❡ ❝♦❤/.❡♥❝❡ $✉. ❝❡$ ❘❘❆❙ $♦✉$ ❧✬❤②♣♦'❤>$❡ @✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦$$>❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥/❡$ ❝♦❤/.❡♥'❡$✳
❊♥$✉✐'❡✱ ❧❡ ❞❡✉①✐>♠❡ ❝❛$ ❞❡ ✜❣✉.❡ ❛ ♠♦♥'./ ❧✬✐♠♣♦$$✐❜✐❧✐'/ ❞❡ $❛'✐$❢❛✐.❡ '♦✉'$ ❧❡$ ❈❙G■
❝♦..❡$♣♦♥❞❛♥'$ ❛✉① ❘❘❆❙ ❧♦.$@✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❞/❢❛✉'✳
✺ ❈♦♥$%✐❜✉$✐♦♥)
❈❡ ❝❤❛♣✐'.❡ ❛✈❛✐' ♣♦✉. ❜✉' ❞❡ ♣./$❡♥'❡. ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣.♦❝❤❡ ✐♥'❡.✈❛❧❧❡ ♣♦✉. ❧❡
❞♦✉❜❧❡ ♦❜❥❡❝'✐❢ ❞❡ ✿
✕ ♣.❡♥❞.❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧❡$ ❞✐✛/.❡♥'❡$ $♦✉.❝❡$ ❞✬✐♥❝❡.'✐'✉❞❡$ ♣./$❡♥'❡$ ❞❛♥$ ✉♥ ♠♦❞>❧❡✳
✕ ❡✛❡❝'✉❡. ❧❡$ '❡$'$ ❞❡ ❝♦❤/.❡♥❝❡ ♣♦✉. '♦✉'❡$ ❧❡$ ❘❘❆❙ ❣/♥/./❡$ ❞❡ ♠❛♥✐>.❡ ❛✉'♦♠❛✲
'✐@✉❡ $♦✉$ ❢♦.♠❡ ❞❡ ❈❙G■ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠/'❤♦❞❡ ❞✬✐♥✈❡.$✐♦♥ ❡♥$❡♠❜❧✐$'❡✳
❈❤❛♣✐%&❡ ✻
●*♥*&❛%✐♦♥ ❞❡. ❘❡❧❛%✐♦♥. ❞❡
❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐4✉❡ ❙②♠❜♦❧✐4✉❡
❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞②♥❛♠✐4✉❡
✶ ■♥#$♦❞✉❝#✐♦♥
▲❡" ❝❤❛♣✐()❡" ✭✹✮ ❡( ✭✺✮ ♦♥( ♣)0"❡♥(0 ♥♦()❡ ♠0(❤♦❞❡ 3✉✐ ♣❡)♠❡( ❞✬❡✛❡❝(✉❡) ❧❛ ❞0(❡❝(✐♦♥
❞❡" ❞0❢❛✉(" "✉) ❧❡" "②"(:♠❡" "(❛(✐3✉❡"✳ ▲✬♦❜❥❡❝(✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐()❡ ❡"( ❝♦♥"❛❝)0 > ❧✬❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥
❞❡ ♥♦()❡ ♠0(❤♦❞❡ ❛✉① "②"(:♠❡" ❞②♥❛♠✐3✉❡" 3✉✐ )❡♣)0"❡♥(❡♥( ❧❛ ♠❛❥♦)✐(0 ❞❡" "②"(:♠❡"
✐♥❞✉"()✐❡❧"✳ ❯♥ "②"(:♠❡ ❡"( ❞✐( ❞②♥❛♠✐3✉❡ "✬✐❧ 0✈♦❧✉❡ ❛✉ ❝♦✉)" ❞✉ (❡♠♣" ❡( ❝❡((❡ 0✈♦❧✉(✐♦♥
❞0♣❡♥❞ ❞❡ "♦♥ ❝♦♠♣♦)(❡♠❡♥( ♣❛""0 ❡( ♣)0"❡♥(✳ ▲✬♦❜❥❡❝(✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐()❡ ❡"( ❞❡ ♣)0"❡♥(❡)
❝♦♠♠❡♥( ❝❡((❡ 0✈♦❧✉(✐♦♥ ❡"( ♣)✐"❡ ❡♥ ❝♦♠♣(❡ ❞❛♥" ♥♦()❡ ❛♣♣)♦❝❤❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐) ❣0♥0)❡)
❧❡" ♣❛3✉❡(" ❞❡ ❝♦♥()❛✐♥(❡" ❘❘❆❙ 3✉✐ "❡)♦♥( ✉(✐❧✐"0" ♣♦✉) ❧❡" (❡"(" ❞❡ ❝♦❤0)❡♥❝❡✳ ◆♦✉"
♥✬❛❧❧♦♥" ♣❛" ♥♦✉" ❢♦❝❛❧✐"❡) "✉) ❧❡" (❡"(" ❞❡ ❝♦❤0)❡♥❝❡ ♣❛) ❧❛ "✉✐(❡✱ ❝❛) ✐❧" )❡"(❡♥( ✐❞❡♥(✐3✉❡"
> ❝❡✉① ❞✉ ❝❤❛♣✐()❡ ✭✺✮✱ ♠❛✐" "❡✉❧❡♠❡♥( "✉) ❧❛ ❣0♥0)❛(✐♦♥ ❞❡" ❘❘❆❙ ❡( ❧❛ ✈❛❧✐❞❛(✐♦♥ ❞❡ ❝❡"
)0"✉❧(❛("✳
✷ ❈♦♥,#$✉❝#✐♦♥ ❞❡ $❡❧❛#✐♦♥, ❞❡ $❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❛♥❛❧②#✐1✉❡
,②♠❜♦❧✐1✉❡,
✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥
❈❡((❡ ♣)❡♠✐:)❡ "❡❝(✐♦♥ ❡"( )0"❡)✈0❡ > ❧❛ ❣0♥0)❛(✐♦♥ ❞❡" ❘❘❆❙ ❡( ❡"( ❝♦♠♣♦"0❡ ❞❡ ()♦✐"
♣❛)(✐❡" ❞♦♥( ❧❛ ♣)❡♠✐:)❡ ❝♦♥"✐"(❡ > ❞0❝)✐)❡ ✉♥ "②"(:♠❡ ❞②♥❛♠✐3✉❡ ❡♥ ❣0♥0)❛❧✳ J✉✐" ♥♦()❡
❛❧❣♦)✐(❤♠❡ "❡)❛ ♣)0"❡♥(0 ❡♥ "❡ ❜❛"❛♥( "✉) ❝❡((❡ ❞❡"❝)✐♣(✐♦♥ ❡( ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♣❛)❝♦✉)"
"❡)✈❛♥( > ❧❛ ❣0♥0)❛(✐♦♥ ❞❡" ❘❘❆❙ "❡)❛ ❞0(❛✐❧❧0 > ❧❛ ✜♥✳
✾✵
❈❤❛♣✐%&❡ ✻✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡/ ❘❡❧❛%✐♦♥/ ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡ ❞❛♥/ ❧❡
❝❛/ ❞②♥❛♠✐5✉❡
✷✳✷ ❘❡❢♦&♠✉❧❛+✐♦♥ ❞✉ ♣&♦❜❧1♠❡ ❞❛♥2 ✉♥ ❝❛2 ❞②♥❛♠✐5✉❡
❘❡♣%❡♥♦♥( ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❜❛❝( ❝♦♥2❡♥❛♥2 ❞❡( ♣%♦❞✉✐2( ❝❤✐♠✐5✉❡( 2♦①✐5✉❡( ❞❛♥( ❧❡
❝❤❛♣✐2%❡ ✭✹✮ ♣%9❝9❞❡♥2✳
❋✐❣✉$❡ ✻✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ (②(2@♠❡ ❞②♥❛♠✐5✉❡
❡2 ❧❡ ♠♦❞@❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦%2❡♠❡♥2 ❞❡ ❝❡ (②(2@♠❡ ❡(2 ❞♦♥♥9 ❝♦♠♠❡ (✉✐2 ✿
dx1
dt
= −α ∗ (x1(t)− x2(t)) + y1(t)
dx2
dt
= +α ∗ (x1(t)− x2(t))− β ∗ x2(t)
y2(t) = x1(t) + x2(t)
y3(t) = β ∗ x2(t) ✭✻✳✶✮
▲❡( ♣❛%❛♠@2%❡( α ❡2 β ❞9(✐❣♥❡♥2 %❡(♣❡❝2✐✈❡♠❡♥2 ❧❡ 2❛✉① ❞✬9✈❛❝✉❛2✐♦♥ ❞❡ ♣%♦❞✉✐2(
❝❤✐♠✐5✉❡( ❡♥2%❡ ❧❡( ❞❡✉① %9(❡%✈♦✐%( R1✱ R2 ✈✐❛ ❧❛ ❝♦♥❞✉✐2❡ C1 ❡2 ❞✉ %9(❡%✈♦✐% R2 ✈✐❛ ❧❛
✈❛♥♥❡ V2✳ ❊♥ ♥♦2❛♥2 Te ❧❛ ♣9%✐♦❞❡ ❞✬9❝❤❛♥2✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡2 k ❧✬✐♥❞❡①❡ ❞❡ ❧✬9❝❤❛♥2✐❧❧♦♥✱ ❧❛
❞✐(❝%92✐(❛2✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞@❧❡ ❝♦♥2✐♥✉ ✭✻✳✶✮ ❝♦♥❞✉✐2 F ❧❛ %❡♣%9(❡♥2❛2✐♦♥ ❞✬92❛2 (✉✐✈❛♥2❡ ✿
x1(k + 1) = x1(k) + Te ∗ (−α ∗ (x1(k)− x2(k)) + y1(k))
x2(k + 1) = x2(k) + Te ∗ (+α ∗ (x1(k)− x2(k))− β ∗ x2(k))
y2(k) = x1(k) + x2(k)
y3(k) = β ∗ x2(k) ✭✻✳✷✮
❙✉♣♣♦(♦♥( ❞❛♥( ❝❡ ❝❛( 5✉❡ ❧❡( ✈❛♥♥❡( V1 ❡2 V2 (♦♥2 ❝♦♥(2❛♠♠❡♥2 ♦✉✈❡%2❡( ❡2 5✉❡ ❧❡(
❞✐✛9%❡♥2( ♣❛%❛♠@2%❡( (♦♥2 ✐♥✐2✐❛❧✐(9( F ✿ Te ❂ ✵✳✶✱ α ❂ ✵✳✶ ❡2 β ❂ ✶✱ ❧❡ ♠♦❞@❧❡ ❞❡ ❜♦♥
✾✶
❝♦♠♣♦&'❡♠❡♥' ❞❡ ❝❡ +②+'-♠❡ ❙ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❡+' &❡♣&2+❡♥'2 ♣❛& ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥'&❛✐♥'❡+
+✉✐✈❛♥'❡+ ❈ ✿
r0(k) : x1(k + 1)− (x1(k) + 0.1 ∗ (−0.1 ∗ (x1(k)− x2(k)) + y1(k))) = 0
r1(k) : x2(k + 1)− (x2(k) + 0.1 ∗ (0.1 ∗ (x1(k)− x2(k))− x2(k))) = 0
r2(k) : x1(k) + x2(k)− y2(k) = 0
r3(k) : x2(k)− y3(k) = 0 ✭✻✳✸✮
❡' ❧❡ ♠♦❞-❧❡ ✜♥❛❧ ❡+' ♦❜'❡♥✉ ❝♦♠♠❡ +✉✐' ✿
r0(k) : x1(k + 1)− (0.99 ∗ x1(k) + 0.01 ∗ x2(k) + 0.1 ∗ y1(k)) = 0
r1(k) : x2(k + 1)− (0.89 ∗ x2(k) + 0.01 ∗ x1(k)) = 0
r2(k) : x1(k) + x2(k)− y2(k) = 0
r3(k) : x2(k)− y3(k) = 0 ✭✻✳✹✮
❖@ ✿ ❈ ❂ ④c0(k), c1(k), c2(k), c3(k)⑥ ❀ ❱ ❂ ④ ❳ ∪ ❨ ⑥ ❛✈❡❝ ❳ ❂
④x1(k), x2(k), x1(k + 1), x2(k + 1)⑥ ❡' ❨ ❂ ④y1(k), y2(k), y3(k)⑥✳
❈❡ +②+'-♠❡ ❛ 2'2 ♣❛&'✐❡❧❧❡♠❡♥' ♣&2+❡♥'2 ❞❛♥+ ❧❡ ❝❤❛♣✐'&❡ ✭✹✮ +♦✉+ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞✬✉♥
+②+'-♠❡ +'❛'✐0✉❡✱ ♣♦✉& ❧❡0✉❡❧✱ ❡♥ +❡ ♣❧❛I❛♥' ❡♥ &2❣✐♠❡ ♣❡&♠❛♥❡♥' ❧❡+ ✈❛&✐❛❜❧❡+ xi(k) ❡'
xi(k+1) +♦♥' ✐❞❡♥'✐0✉❡+✳ ❈✬❡+' ❧❛ &❛✐+♦♥ ♣♦✉& ❧❛0✉❡❧❧❡✱ ♦♥ ❛ ♦❜'❡♥✉ ❧❡ ♠♦❞-❧❡ +✐♠♣❧✐✜2 ✭✹✳✸✮✳
❉❛♥+ ❝❡ ❝❛+ ❞②♥❛♠✐0✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉' ❝♦♥+'❛'❡& 0✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡✉① '②♣❡+ ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ❞♦♥' ❧❡
♣&❡♠✐❡& ❡+' ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ❞❡ ❧✬✐♥+'❛♥' k ✿{x1(k), x2(k), y1(k), y2(k), y3(k)} 0✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉' ♥♦'❡& ❱c 0✉✐ +✐❣♥✐✜❡ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ❞❡ ❧✬✐♥+'❛♥' ❝♦✉&❛♥'✳ ▲❡ ❞❡✉①✐-♠❡
'②♣❡ ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ❡+' ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ❞❡ ❧✬✐♥+'❛♥' k + 1 ✿ {x1(k + 1), x2(k + 1)}
0✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉' ♥♦'❡& ❱d 0✉✐ +✐❣♥✐✜❡ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ❞②♥❛♠✐0✉❡+ ❞✐&❡❝'❡♠❡♥' ❛✉①
✈❛&✐❛❜❧❡+ ❱c✳ ❈❡❧❧❡+✲❝✐ ♣❡&♠❡''❡♥' ❞❡ ❢❛✐&❡ 2✈♦❧✉❡& ❧✬2'❛' ❞✉ +②+'-♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉ ♣❛++2✳
❖♥ ♣❡✉' ❝♦♥+'❛'❡& 0✉❡ ❧❛ ❞✐✛2&❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉&❡ ❞❡ ❝❡ +②+'-♠❡ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ♣❛& &❛♣♣♦&' ❛✉
+②+'-♠❡ +'❛'✐0✉❡ ❡+' ❧✬❛♣♣❛&✐'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❱d✱ ✐❧ ❢❛✉' ♣&❡♥❞&❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧❡+ &❡❧❛'✐♦♥+
❡♥'&❡ ❧❡+ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ❛✉① ❞✐✛2&❡♥'+ ✐♥+'❛♥'+✳ ❯♥ ♣♦✐♥' ✐♠♣♦&'❛♥' R &❡'❡♥✐& ❡+' 0✉✬✉♥❡ ♠S♠❡
✈❛&✐❛❜❧❡ vi +✉& ❞❡✉① ✐♥+'❛♥'+ ❞✐✛2&❡♥'+✱ vi(k) ❡' vi(k+j)✱ ♣&❡♥❞&❛ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉&+ ❞✐✛2&❡♥'❡+✳
T❛& ❝♦♥+20✉❡♥'✱ ♦♥ ❧❡+ ❝♦♥+✐❞-&❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① ✈❛&✐❛❜❧❡+ ✐♥❝♦♥♥✉❡+ R ❡①♣❧✐0✉❡& +✐ vi ❡+'
✉♥❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❞✬2'❛'✱ ❡' ❞❡✉① ✈❛&✐❛❜❧❡+ ❞✐✛2&❡♥'❡+ R ✉'✐❧✐+❡& ♣♦✉& ❡①♣❧✐0✉❡& ❧❡+ ✈❛&✐❛❜❧❡+
✐♥❝♦♥♥✉❡+ +✐ vi ❡+' ✉♥❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ♠❡+✉&2❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬20✉❛'✐♦♥ ✭✹✳✷✮✱ ✉♥❡ ❝♦♥'&❛✐♥'❡ ci ❡+'
❞2✜♥✐❡ ♣❛& ✉♥ '&✐♣❧❡' ci ❂ ④ri✱❱i✱❉i⑥ ♦@ ri ❡+' ❧❛ &❡❧❛'✐♦♥ ❡♥'&❡ ❧❡+ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ✐♥'❡&✈❡♥❛♥'
❞❛♥+ ❧❛ ❝♦♥'&❛✐♥'❡ ci✱ ❱i ❡+' ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ❡' ❉i ❡+' ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ +✉♣♣♦&'+
❞❡+ ✈❛&✐❛❜❧❡+✳ ❖& ✉♥❡ ♠S♠❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ +✉& ❞❡✉① ✐♥+'❛♥'+ ❞✐✛2&❡♥'+ ♣&❡♥❞&❛ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉&+
❞✐✛2&❡♥'❡+✱ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠S♠❡ ❝♦♥'&❛✐♥'❡ ci +✉& ❞❡✉① ✐♥+'❛♥'+ ❡+' ❞✐✛2&❡♥'❡✱ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❱i
♣❡✉' ❝❤❛♥❣❡& '♦✉' ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❉i✳ ❈✬❡+' ♣♦✉& ❝❡''❡ &❛✐+♦♥ 0✉❡ ci(k) ❡+' ❝♦♥+✐❞2&2❡
❝♦♠♠❡ ❞✐✛2&❡♥'❡ ❞❡ ci(k+j) ❡' 0✉❡ ❧❡+ ❝♦♥'&❛✐♥'❡+ +♦♥' ❡❧❧❡+ ❛✉++✐ ✐♥❞✐❝2❡+ '❡♠♣♦&❡❧❧❡♠❡♥'✳
✾✷
❈❤❛♣✐%&❡ ✻✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡/ ❘❡❧❛%✐♦♥/ ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡ ❞❛♥/ ❧❡
❝❛/ ❞②♥❛♠✐5✉❡
❆✈❡❝ ❝❡&&❡ ❝♦♥)✐❞,-❛&✐♦♥ ❡♥&-❡ ❧❡) ✈❛-✐❛❜❧❡) ❡& ❧❡) ❝♦♥&-❛✐♥&❡) )✉- ❧❡) ❞✐✛,-❡♥&) ✐♥)&❛♥&)✱
❧❡ ♠♦❞5❧❡ ❞✬✉♥ )②)&5♠❡ ❞②♥❛♠✐8✉❡ ❡)& ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥&-❛✐♥&❡) ❈d 8✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉&
-❡♣-,)❡♥&❡- )♦✉) ❧❛ ❢♦-♠❡ ✿
❈d = {c0(k), c1(k), c2(k), ..., cn(k), c0(k + 1), c1(k + 1), c2(k + 1), ..., cn(k +m)} ✭✻✳✺✮
❛✈❡❝
ci(k + j) = {ri(k + j),❱i(k + j),❉i(k + j)} ✭✻✳✻✮
❊& ❧✬✐♥❞✐❝❡ k -❡♣-,)❡♥&❡ ❧✬✐♥)&❛♥& ❞❡ ❞,❜✉& ❞✬❤♦-✐③♦♥ ❞✉ )②)&5♠❡ ❡& m ❡)& ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉-✱
❡♥ &❡-♠❡ ❞❡ &❡♠♣)✱ ❞❡ ❧✬❤✐)&♦-✐8✉❡ 8✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉& ❛✈♦✐- )✉- ❧❡ )②)&5♠❡✳ ❊♥ ✈✉❡ ❞✬❡✛❡❝&✉❡-
❧❡ ❞✐❛❣♥♦)&✐❝ )✉- ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡ )②)&5♠❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥& &♦✉❥♦✉-) ❞❡ ❣,♥,-❡- ❧❡) ❘❘❆❙
-❡❧❛&✐✈❡) ❛✉① &❡)&) ❞❡ ❝♦❤,-❡♥❝❡✳ ❈❡❧❛ -❡✈✐❡♥& J ,❧✐♠✐♥❡- &♦✉&❡) ❧❡) ✈❛-✐❛❜❧❡) ✐♥❝♦♥♥✉❡)
❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥)&-✉✐-❡ ❧❡) ♣❛8✉❡&) ❞❡ ❝♦♥&-❛✐♥&❡) 8✉✐ )❡-♦♥& ✉&✐❧✐),) ♣♦✉- ❧❡) &❡)&) ❞❡ ❝♦❤,-❡♥❝❡
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♠N♠❡) 8✉❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) )&❛&✐8✉❡ ♠❛✐) ❛✈❡❝ 8✉❡❧8✉❡) ❛❥✉)&❡♠❡♥&) )✉♣♣❧,♠❡♥&❛✐-❡)✳ ❆✈❛♥&
❞✬❡♥&-❡- ❞❛♥) ❧❡) ❞,&❛✐❧) ❞❡ ❧❛ ♠,&❤♦❞❡✱ ❧❛ -❡♣-,)❡♥&❛&✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞5❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦-&❡♠❡♥&
❞✉ )②)&5♠❡ )♦✉) ❢♦-♠❡ ❞✬✉♥ ❣-❛♣❤❡ ❜✐♣❛-&✐ ❡)& ❞♦♥♥,❡ ✈✐❛ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✭✻✳✷✮✳
❋✐❣✉$❡ ✻✳✷ ✕ ❘❡♣-,)❡♥&❛&✐♦♥ ❞✉ )②)&5♠❡ ❞,✜♥✐ ♣❛- ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞✬,8✉❛&✐♦♥) ✭✻✳✸✮ )♦✉)
❢♦-♠❡ ❞❡ ❣-❛♣❤❡ ❜✐♣❛-&✐
❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐8✉, ♣-,❝,❞❡♠♠❡♥&✱ ❝❡ ❣-❛♣❤❡ ❜✐♣❛-&✐ ❡)& ✉♥❡ -❡♣-,)❡♥&❛&✐♦♥ )&-✉❝&✉✲
-❡❧❧❡ ❡♥&-❡ ❧❡) ✈❛-✐❛❜❧❡) ❡& ❧❡) ❝♦♥&-❛✐♥&❡)✳ ▼❛❧❣-, ❧❡ ❢❛✐& ❞❡ ♠❛-8✉❡- ❧❡) ✈❛-✐❛❜❧❡) ❡& ❧❡)
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❝♦♥%&❛✐♥%❡* %❡♠♣♦&❡❧❧❡♠❡♥%✱ ❧❛ *%&✉❝%✉&❡ ❞✉ *②*%2♠❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡&❛ ♣❛* ❛✉ ❝♦✉&* ❞✉ %❡♠♣*✳
❙❡✉❧* ❧❡* ✐♥❞✐❝❡* ❞❡ %❡♠♣* ❝❤❛♥❣❡♥% ♣♦✉& ♥♦✉* ✐♥❞✐7✉❡& 8 7✉❡❧ ✐♥*%❛♥% ✉♥❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ♦✉
✉♥❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡ ❡*% ✉%✐❧✐*;❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐%✱ ❝❡%%❡ &❡♣&;*❡♥%❛%✐♦♥ ❡*% ❝♦♠♣❧2%❡♠❡♥% ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡
♣♦✉& &❡♣&;*❡♥%❡& ❧❡ *②*%2♠❡ *✉& %♦✉* ❧❡* ✐♥*%❛♥%*✳ ❯♥❡ ❢♦✐* 7✉❡ ❧❡ *②*%2♠❡ ❞②♥❛♠✐7✉❡ ❡*%
❢♦&♠✉❧;✱ ♦♥ ♣❛**❡ ♠❛✐♥%❡♥❛♥% 8 ❧❛ ♣❛&%✐❡ ❛❧❣♦&✐%❤♠❡ 7✉✐ ♣❡&♠❡% ❞❡ ♣❛&❝♦✉&✐& ❧❡ ❣&❛♣❤❡
♣♦✉& ❣;♥;&❡& ❧❡* ❘❘❆❙✳
✷✳✸ ❆❧❣♦'✐)❤♠❡
▲✬✐❞;❡ ❣;♥;&❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠;%❤♦❞❡ &❡*%❡ ❧❛ ♠C♠❡ 7✉✬❛✉ ❝❛* *%❛%✐7✉❡✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥*✐*%❡ 8 ❣;♥;&❡&
❧❡* ❘❘❆❙ ❡♥ ;❧✐♠✐♥❛♥% %♦✉%❡* ❧❡* ✈❛&✐❛❜❧❡* ✐♥❝♦♥♥✉❡* ❳ ♣❛& ❧❡* ❝♦♥%&❛✐♥%❡* ❡% ❧❡* ✈❛&✐❛❜❧❡*
❝♦♥♥✉❡* ✈✐❛ ❧❡* ♣❛&❝♦✉&* ❞❡ ❣&❛♣❤❡ ♠❛✐* ❛✈❡❝ 7✉❡❧7✉❡* ;❧;♠❡♥%* ❞✐✛;&❡♥%* ✿
✕ ▲❡ ♣&❡♠✐❡& ❝♦♥*✐*%❡ 8 ❞✐*%✐♥❣✉❡& ❧❡* ✈❛&✐❛❜❧❡* ✐♥❝♦♥♥✉❡* ❳ ❡♥ ❞❡✉① ❣&♦✉♣❡* ❞✐✛;&❡♥%*
7✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦%❡ ❳c ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ✈❛&✐❛❜❧❡* ✐♥❝♦♥♥✉❡* ❞❡ ❧✬✐♥*%❛♥% ❝♦✉&❛♥% ✭❝✬❡*% ❛✉**✐
❧✬✐♥*%❛♥% ❧❡ ♣❧✉* ❛♥❝✐❡♥✮ ❡% ❳d ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ✈❛&✐❛❜❧❡* ✐♥❝♦♥♥✉❡* ❞②♥❛♠✐7✉❡ ❞❡* ✐♥*✲
%❛♥%* *✉✐✈❛♥%*✳ ❈❡❝✐ ♣❡&♠❡% ❞✬♦❜%❡♥✐& ✿ ❳ ❂ ④❳c ∪ ❳d⑥✳ ❈❡%%❡ ❞✐*%✐♥❝%✐♦♥ ♣❡&♠❡%%&❛
8 ❧✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ❞✬❡①♣❧✐7✉❡& ❞✬❛❜♦&❞ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ✈❛&✐❛❜❧❡* ✐♥❝♦♥♥✉❡* ❞❡ ❧✬✐♥*%❛♥%
❝♦✉&❛♥% ❞✉ *②*%2♠❡ ❛✈❡❝ *❡✉❧❡♠❡♥% ❧❡* ❝♦♥%&❛✐♥%❡* ❞✉ ♠C♠❡ ✐♥*%❛♥%✳ ❯♥❡ ❢♦✐* %♦✉%❡*
❧❡* ✈❛&✐❛❜❧❡* ❞❡ ❧✬✐♥*%❛♥% ❝♦✉&❛♥% ❡①♣❧✐7✉;❡*✱ ❛❧♦&* ❧❡* ✈❛&✐❛❜❧❡* ❞②♥❛♠✐7✉❡* ❞❡* ✐♥*✲
%❛♥%* *✉✐✈❛♥%* *❡&♦♥% ❡①♣❧✐7✉;❡*✱ ❧✬♦❜❥❡❝%✐❢ ;%❛♥% ❞❡ ❝♦♥*%&✉✐&❡ ❡♥ ♣&✐♦&✐%; ❞❡* ❘❘❆❙
*✉& ❞❡* ❤♦&✐③♦♥* ❧❡ ♣❧✉* ♣❡%✐% ♣♦**✐❜❧❡*✳ ❆ ❝❡ *%❛❞❡✱ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❳d ❡*% ❡①%&❛✐% ♣♦✉&
❛✈♦✐& 8 ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❳c✳
✕ ▲❡ ❞❡✉①✐2♠❡ ❝♦♥*✐*%❡ 8 ❞;✜♥✐& ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦&✐③♦♥ 7✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦%❡ h✳ ▲❛ %❛✐❧❧❡ h
❡*% ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬✐♥*%❛♥%* ♥;❝❡**❛✐&❡* 8 ♣&❡♥❞&❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ♣♦✉& ♣♦✉✈♦✐& ❡①♣❧✐7✉❡&
%♦✉%❡* ❧❡* ✈❛&✐❛❜❧❡* ✐♥❝♦♥♥✉❡* ❳✳ ❈❡%%❡ ♥;❝❡**✐%; ✈✐❡♥% ❞✉ ❢❛✐% 7✉✬✐❧ ❢❛✉% ❛✈♦✐&
*✉✣*❛♠♠❡♥% ❞❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡*✱ *✉& ✉♥ ❤♦&✐③♦♥ ❞❡ %❡♠♣*✱ ♣♦✉& ♣♦✉✈♦✐& ❡①♣❧✐7✉❡&
%♦✉%❡* ❧❡* ✈❛&✐❛❜❧❡* ✐♥❝♦♥♥✉❡* ❳ ❞❛♥* ❧❛ ♣❧✉♣❛&% ❞❡* *②*%2♠❡* ❞②♥❛♠✐7✉❡*✳ ❈❡❧❛
♣❡✉% C%&❡ ✐❧❧✉*%&; ♣❛&❢❛✐%❡♠❡♥% ✈✐❛ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✭✻✳✹✮✱ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡* ❳
❝♦♥%✐❡♥% 7✉❛%&❡ ✈❛&✐❛❜❧❡* ✐♥❝♦♥♥✉❡* 8 ❡①♣❧✐7✉❡& ✿ ④x1(k), x2(k), x1(k+1), x2(k+1)⑥✱
%❛♥❞✐* 7✉❡ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡* ❈d ❝♦♥%✐❡♥% *❡✉❧❡♠❡♥% 7✉❛%&❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡*
④c0(k), c1(k), c2(k), c3(k)⑥✳ ❖&✱ *❡❧♦♥ ❧❛ &❡♠❛&7✉❡ ✭✷✮✱ ✉♥❡ ❘❘❆❙ ❡*% ❞✐%❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ ❧♦&*7✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡* ❞❡ ❝❡%%❡ ❘❘❆❙ ❡*% ;❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡
✈❛&✐❛❜❧❡* ✐♥❝♦♥♥✉❡* ❳ ✰✶ ❡% ❝❡ ♥✬❡*% ♣❛* ❧❡ ❝❛*✳ Y❛& ❝♦♥*;7✉❡♥%✱ ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐&
7✉✬♦♥ ✉%✐❧✐*❡ ❧❡* ❝♦♥%&❛✐♥%❡* ❛✉① ✐♥*%❛♥%* *✉♣;&✐❡✉&* ♣♦✉& ♣♦✉✈♦✐& ❣;♥;&❡& ❧❡*
❘❘❆❙✳ ▲❛ %❛✐❧❧❡ h ❞♦✐% C%&❡ ❝❤♦✐*✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐2&❡ 8 C%&❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ %♦✉% ❡♥ ♥♦✉* ♣❡&✲
♠❡%%❛♥% ❞❡ ❣;♥;&❡& ❧❡* ❘❘❆❙✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ h ✈❛ C%&❡ ❞;%❛✐❧❧; ❞❛♥* ❧❛ *❡❝%✐♦♥ *✉✐✈❛♥%❡✳
▲❛ 7✉❡*%✐♦♥ 7✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉% *❡ ♣♦*❡& ❡*% ❝♦♠♠❡♥% ♣❡✉%✲♦♥ ❞✐*%✐♥❣✉❡& ❧❡* ✈❛&✐❛❜❧❡* ❳c ❡%
❧❡* ✈❛&✐❛❜❧❡* ❳d ❞❛♥* ❧❡* ♣❛&❝♦✉&* ❞❡ &❡❝❤❡&❝❤❡ ❄ ❈✬❡*% ♣♦✉&7✉♦✐ ❧❡* ❞;✜♥✐%✐♦♥* ✭✶✹✮✱✭✶✺✮
❡% ✭✶✻✮ *❡&♦♥% ❧;❣2&❡♠❡♥% ♠♦❞✐✜;❡* ❞❛♥* ❝❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ♣♦✉& ❧❛ &❡❝❤❡&❝❤❡ ❞❡* ❘❘❆❙✳
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✵ ❙✬✐❧ ❡①✐&'❡ ✉♥❡ ❝♦♥',❛✐♥'❡ cj '❡❧❧❡ .✉✬✉♥❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ vi✱ ❞❡ ♠4♠❡ ✐♥&'❛♥' .✉❡
cj✱ ❛♣♣❛,'✐❡♥' 6 ❝❡''❡ ❝♦♥',❛✐♥'❡ cj✱ ❛❧♦,& ❧❛ ✈❛,✐❛❜❧❡ vi ❡&' ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡ &②♠❜♦❧✐.✉❡♠❡♥' ♣❛,
✾✹
❈❤❛♣✐%&❡ ✻✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡/ ❘❡❧❛%✐♦♥/ ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡ ❞❛♥/ ❧❡
❝❛/ ❞②♥❛♠✐5✉❡
❧❛ ❝♦♥%&❛✐♥%❡ cj ) ♣❛&%✐& ❞❡ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡- var(cj)− {vi}✳
❊✛❡❝&✐✈❡♠❡♥&✱ ❧❛ ♣/0❝✐1✐♦♥ 1✉/ ❧❛ ❝♦♥&/❛✐♥&❡ ✧❞❡ ♠6♠❡ ✐♥1&❛♥&✧ 7✉❡ ❧❛ ✈❛/✐❛❜❧❡ ♥♦✉1
♣❡/♠❡&&/❛ ❞❡ ❢❛✐/❡ ❧❛ ❞✐1&✐♥❝&✐♦♥ ❛❜♦/❞0❡✳ ▲❛ ❞0✜♥✐&✐♦♥ 7✉✐ ❝♦♥1✐1&❡ = ❞0✜♥✐/ ✉♥❡ 1✉❜1&✐✲
&✉&✐♦♥ 1②♠❜♦❧✐7✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛/✐❛❜❧❡ ❞❡✈✐❡♥& ✿
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✶ ◆♦%♦♥- ❈
′
d ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡- ❞✬✉♥ -②-%5♠❡ ❞②♥❛♠✐6✉❡✱ ✉♥❡ -✉❜✲
-%✐%✉%✐♦♥ -②♠❜♦❧✐6✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ vi ❞❡ ❈
′
d ❝♦♥-✐-%❡ ) ❝❤❡&❝❤❡& ✉♥❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡ cj✱ ❞❡
♠:♠❡ ✐♥-%❛♥% 6✉❡ vi ✱ 6✉✐ ♥✬❡-% ♣❛- ❞❛♥- ❈
′
d ✱ %❡❧❧❡ 6✉❡ vi -♦✐% ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣❛& cj✳
B♦✉/ ✉♥ ♣❛/❝♦✉/1✱ 1❡✉❧❡1 ❧❡1 ✈❛/✐❛❜❧❡1 ✐♥❝♦♥♥✉❡1 ❞❡ ❧✬✐♥1&❛♥& ❝♦✉/❛♥&✱ 7✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦&❡ ❳
′
c✱
1❡/♦♥& ❡①♣❧✐7✉0❡1 ❞❛♥1 ✉♥ ♣/❡♠✐❡/ &❡♠♣1✳ ▲❛ 1✉❜1&✐&✉&✐♦♥ 1②♠❜♦❧✐7✉❡✱ ❛✉ ❢✉/ ❡& = ♠❡1✉/❡✱
❞❡ ❝❡1 ✈❛/✐❛❜❧❡1 ♥♦✉1 ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬✉&✐❧✐1❡/ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡1 ❝♦♥&/❛✐♥&❡1 1✉/ ❧❡ ♣❛/❝♦✉/1✳ B♦✉/
✉♥ ❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥&/❛✐♥&❡ ❈
′
d✱ ♥♦&♦♥1 ❨
′
d ❧✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡1 ✈❛/✐❛❜❧❡1 ♠❡1✉/0❡1✱ ♦✉ ❜✐❡♥ 7✉✐
1♦♥& ❞0❥= 1✉❜1&✐&✉0❡1✳ ❉✉/❛♥& ❧❛ 1✉❜1&✐&✉&✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥&/❛✐♥&❡ cj ❡1& ❛❥♦✉&0❡ ❞❛♥1 ❈
′
d ❡& ❧❛
✈❛/✐❛❜❧❡ vi ❡1& ❛❥♦✉&0❡ ❞❛♥1 ❨
′
d✳ ❈❤❛7✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥&/❛✐♥&❡ cj ❛❥♦✉&0❡✱ ♣❡✉& ❝♦♥&❡♥✐/ ❞❡1
♥♦✉✈❡❧❧❡1 ✈❛/✐❛❜❧❡1 ♠❡1✉/0❡1✱ ❛✐♥1✐ 7✉❡ ♥♦♥ ♠❡1✉/0❡1 ❛✉&/❡1 7✉❡ vi✱ ♥♦&♦♥1 ❞♦♥❝ varme (cj)
❧✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡1 ✈❛/✐❛❜❧❡1 ♠❡1✉/0❡1 ❞❡ (cj)✱varinc (cj) ❡1& ❧✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛/✐❛❜❧❡1 ✐♥❝♦♥♥✉❡1
❞❡ ❧✬✐♥1&❛♥& ❝♦✉/❛♥& ❡& varind (cj) ❡1& ❧✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛/✐❛❜❧❡1 ✐♥❝♦♥♥✉❡1 ❞②♥❛♠✐7✉❡1 ❞❡1
✐♥1&❛♥&1 1✉✐✈❛♥&1✳
❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✷ ▲❛ -✉❜-%✐%✉%✐♦♥ -②♠❜♦❧✐6✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ vi ♣❛& ❧❛ ❝♦♥%&❛✐♥%❡ cj✱ ❞❡ ♠:♠❡
✐♥-%❛♥%✱ ❝♦♥-✐-%❡ ) ❢❛✐&❡ ❧❛ %&❛♥-❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡ C
′
d -✉✐✈❛♥%❡ ✿
❈
′
d ❂ ❈
′
d ∪ {cj}
❨
′
d ❂ ❨
′
d ∪ {vi} ∪ varme(cj)
❳
′
c ❂ ❳
′
c ∪ varinc (cj) ✲ {vi}
❳
′
d ❂ ❳
′
d ∪ varind (cj)
B♦✉/ ❧❡ ❝❛1 ❞②♥❛♠✐7✉❡✱ ♥♦&/❡ ❛❧❣♦/✐&❤♠❡ ❡1& ❞✐✈✐10 ❡♥ &/♦✐1 ♣❛/&✐❡1 ✿
✶✳ ❯♥❡ ♣/♦❝0❞✉/❡ ✭✼✮ ♣❡/♠❡& ❞❡ ♥❡ ♣/❡♥❞/❡ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ 7✉❡ ❞❡1 ❝♦♥&/❛✐♥&❡1 ❞❡ ❧✬✐♥1&❛♥&
❝♦✉/❛♥& k ❝♦♥&❡♥❛♥& ❛✉ ♠♦✐♥1 ✉♥❡ ✈❛/✐❛❜❧❡ ♠❡1✉/0❡ ♣♦✉/ ❞0❜✉&❡/ ✉♥ ♣❛/❝♦✉/1 ❞❡
/❡❝❤❡/❝❤❡
✷✳ ❯♥ ❛❧❣♦/✐&❤♠❡ ♣/✐♥❝✐♣❛❧ ✭✻✮ ♣❡/♠❡& ❞❡ ❣0♥0/❡/ ❧❡1 ❞✐✛0/❡♥&❡1 ❘❘❆❙ ❞✉ ♠♦❞S❧❡ ❡♥
♣/❡♥❛♥& ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❡1 ✈❛/✐❛❜❧❡1 ❛✉① ❞✐✛0/❡♥&1 ✐♥1&❛♥&1✳
✸✳ ❯♥❡ ♣/♦❝0❞✉/❡ ✭✽✮ ♣❡/♠❡& ❞❡ ❞✐✈✐1❡/ ❧✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛/✐❛❜❧❡1 ✐♥❝♦♥♥✉❡1 ❞②♥❛♠✐7✉❡1
❳
′
d ❡♥ ❞❡✉① ♣❛/&✐❡1 ✿
✭❛✮ ▲✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❳
′′
c ❞❡1 ✈❛/✐❛❜❧❡1 ✐♥❝♦♥♥✉❡1 ❞②♥❛♠✐7✉❡1 ❞❡ ❧✬✐♥1&❛♥& 7✉✐ ❞❡✈✐❡♥&
❝♦✉/❛♥&✳ ❈❡&&❡ ❞✐1&✐♥❝&✐♦♥ ❡1& ✐♠♣♦/&❛♥&❡ ❧♦/17✉❡ ❧❡1 ✈❛/✐❛❜❧❡1 ❳
′
c 1♦♥& ❞0❥=
&♦✉&❡1 ❡①♣❧✐7✉0❡1 ❡& 7✉✬✐❧ ❢❛✉& ♣/♦❣/❡11❡/ ❞❛♥1 ❧✬❤♦/✐③♦♥✳
✭❜✮ ▲✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡1 ✈❛/✐❛❜❧❡1 ✐♥❝♦♥♥✉❡1 ❞②♥❛♠✐7✉❡1 ❳
′′
d 7✉✐ ❛♣♣❛/&✐❡♥♥❡♥& ❛✉① ✐♥1✲
&❛♥&1 1✉♣0/✐❡✉/1 ❞❡ ❧✬✐♥1&❛♥& ❝♦✉/❛♥&✳
❆✉&/❡♠❡♥&✲❞✐&✱ ❧✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❳
′
d ❡1& ❞0❝♦♠♣♦10 ❡♥ ❞❡✉① 1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1 ❝♦♠♣❧0♠❡♥✲
&❛✐/❡1 ❳
′
d ❂ ④❳
′′
d ∪ ❳′′c ⑥ ❧♦/17✉❡ ❳′c ❞❡✈✐❡♥& ✈✐❞❡ ❡& 7✉✬✐❧ ❡1& ♥0❝❡11❛✐/❡ ❞✬❡①♣❧✐7✉❡/
❧❡1 ✈❛/✐❛❜❧❡1 ❞❡ ❧✬✐♥1&❛♥& ❝♦✉/❛♥& 1✉✐✈❛♥&✳
✾✺
❛❧❣♦$✐&❤♠ ✻ ❆❧❣♦&✐(❤♠❡ ❞❡ ❣-♥-&❛(✐♦♥ ❞❡0 ❘❘❆❙ ♣♦✉& ❧❡ ❝❛0 ❞②♥❛♠✐7✉❡
❢♦$ ❡❛❝❤ ❝♦♥0(&❛✐♥( cj ✇❤✐❝❤ ❝♦♥(❛✐♥0 ❛( ❧❡❛0( ♦♥❡ ❦♥♦✇♥ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❞♦
■♥✐(✐❛❧✐③❡ ❈
′
d ❂ ④cj⑥
■♥✐(✐❛❧✐③❡ ❨
′
d ❂ varme(cj)
■♥✐(✐❛❧✐③❡ ❳
′
c ❂ varinc (cj)
■♥✐(✐❛❧✐③❡ ❳
′
d ❂ varind (cj)
■♥✐(✐❛❧✐③❡ ListeRRAS ❂ {}
ListeRRAS ❂ ❚&♦✉✈❡&✲❘❘❆❙✭❨
′
d ❀❳
′
c ❀❳
′
d ❀❈
′
d ❀k ❀h✮ ∪ ListeRRAS
❡♥❞ ❢♦$
.$♦❝❡❞✉$❡ ✼ ❚&♦✉✈❡&✲❘❘❆❙✭❨
′
d ❀❳
′
c ❀❳
′
d ❀❈
′
d ❀k ❀h✮
✐❢ ❳
′
c ❡( ❳
′
d ❛&❡ {} &❤❡♥
$❡&✉$♥ ❘❘❆❙ ❂ ❈
′
d
❡❧2❡
■♥✐(✐❛❧✐③❡ ListeRRAS ❂ {}
❢♦$ ❡❛❝❤ ✈❛&✐❛❜❧❡ xi ∈ ❳′c ❞♦
❢♦$ ❡❛❝❤ ❝♦♥0(&❛✐♥( cj ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ xi ❞♦
✐❢ ∃ xq ∈ cj ❜❡❧♦♥❣0 (♦ (❤❡ ✐♥0(❛♥( ❣&❡❛(❡& (❤❛♥ k ✰ h &❤❡♥
$❡&✉$♥ ❘❘❆❙ ❂ {}
❡❧2❡
✐❢ cj /∈ ❈′d ❛♥❞ cj ✐0 ❛( (❤❡ 0❛♠❡ ✐♥0(❛♥( (❤❛( xi &❤❡♥
❈
′
d ❂ ❈
′
d ∪ {cj}
❨
′
d ❂ ❨
′
d ∪ {xi} ∪ varme(cj)
❳
′
c ❂ ❳
′
c ∪ varinc (cj) ✲ {xi}
❳
′
d ❂ ❳
′
d ∪ varind (cj)
✐❢ ❳
′
c ✐0 {} ❛♥❞ ❳′d ✐0 ♥♦( {} &❤❡♥
k ❂ k✰✶
h ❂ h✲✶
❊①(&❛❝(✐♦♥✭❳
′
d✱ ❳
′
c✱ k✮
❡♥❞ ✐❢
❘❘❆❙ ❂ ❚&♦✉✈❡&✲❘❘❆❙✭❨
′
d ❀❳
′
c ❀❳
′
d ❀❈
′
d ❀k ❀h✮ ④❊❛❝❤ ♦❜(❛✐♥❡❞ ❘❘❆❙ ✐0 ❛❞✲
❞❡❞ ✐♥(♦ (❤❡ 0❡( ♦❢ 0♦❧✉(✐♦♥0 ListeRRAS⑥
ListeRRAS ❂ ListeRRAS ∪ ❘❘❆❙
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦$
❡♥❞ ❢♦$
❡♥❞ ✐❢
$❡&✉$♥ ListeRRAS
✾✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✻✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡/ ❘❡❧❛%✐♦♥/ ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡ ❞❛♥/ ❧❡
❝❛/ ❞②♥❛♠✐5✉❡
 !♦❝❡❞✉!❡ ✽ ❊①$%❛❝$✐♦♥✭❳
′
d ❀ ❳
′
c ❀ k✮
❢♦! ❡❛❝❤ ✈❛%✐❛❜❧❡ xi ∈ ❳′d ❞♦
✐❢ ✐♥3$❛♥$ ♦❢ xi ❂ k *❤❡♥
❳
′
d ❂ ❳
′
d ✲ ④xi⑥
❳
′
c ❂ ❳
′
c ∪ ④xi⑥
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦!
✷✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉+,-❛,✐❢
❆♣♣❧✐;✉♦♥3 ♠❛✐♥$❡♥❛♥$ ❧✬❛❧❣♦%✐$❤♠❡ @ ❧❛ ❣A♥A%❛$✐♦♥ ❞❡3 ❘❘❆❙ ♣♦✉% ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞A✲
✜♥✐ ♣❛% ❧✬❡♥3❡♠❜❧❡ ❞✬A;✉❛$✐♦♥3 ✭✻✳✹✮✳ ▲✬❡①A❝✉$✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛%❝♦✉%3 ;✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛% ❧❛
❝♦♥$%❛✐♥$❡ c0 ❡3$ ❞A$❛✐❧❧A❡ ✈✐❛ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✭✻✳✸✮✳
❋✐❣✉$❡ ✻✳✸ ✕ ❯♥ ♣❛%❝♦✉%3 ❞❡ %❡❝❤❡%❝❤❡ ;✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ c0(k)
❖♥ ♣❡✉$ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥$ ❝♦♥3$❛$❡% ;✉❡ ❝❡$$❡ ✜❣✉%❡ ✭✻✳✸✮ ❝♦♥$✐❡♥$ ✉♥❡ ♣❛%$✐❡ ;✉✐ ♥✬❡3$ %✐❡♥
❞✬❛✉$%❡ ;✉❡ ❧❛ ♣%❡♠✐M%❡ ❘❘❆❙ $%♦✉✈A❡ ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 3$❛$✐;✉❡ ❧♦%3;✉✬♦♥ ❝❤❡%❝❤❡ @ ❡①♣❧✐;✉❡%
✾✼
"✐♠♣❧❡♠❡♥) ❧❡" ❞❡✉① ✈❛/✐❛❜❧❡" ✐♥❝♦♥♥✉❡" ❳
′
c ❂ {x1(k); x2(k)}✳ ▲❛ ♣❛/)✐❡ ❝♦♠♣❧6♠❡♥)❛✐/❡
"♣6❝✐✜8✉❡ ❛✉ ❝❛" ❞②♥❛♠✐8✉❡ ❡) ♣/6"❡♥)6❡ "✉/ ❝❡))❡ ✜❣✉/❡ ✭✻✳✸✮✱ ❝♦♥"✐")❡ @ ❝❤❡/❝❤❡/ @
❡①♣❧✐8✉❡/ ❧✬✉♥❡ ❞❡" ✈❛/✐❛❜❧❡" ✐♥❝♦♥♥✉❡" ❡①♣/✐♠6❡" ❧✬✐♥")❛♥) k+1❳
′
d ❂ {x1(k+1), x2(k+1)}✳
❊✛❡❝)✐✈❡♠❡♥)✱ ❡♥ ✉)✐❧✐"❛♥) ❧❛ ♠E♠❡ ")/✉❝)✉/❡ ❞❡ ♠♦❞F❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡" ♠E♠❡" ❝♦♥)/❛✐♥)❡" ❡)
✈❛/✐❛❜❧❡" ♠❛✐" @ ❧✬✐♥")❛♥) k + 1✱ ❧❡ ♣❛/❝♦✉/" /6♣F)❡ @ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ♠E♠❡ ♠6❝❛♥✐"♠❡✳ ❊)
❡♥ ✉)✐❧✐"❛♥) ❧❛ ❝♦♥)/❛✐♥)❡ c2(k + 1) ♣♦✉/ ❡①♣❧✐8✉❡/ {x1(k + 1)}✱ ♦♥ )♦♠❜❡ "✉/ ❧❡ ❝❛" ♦G
✐❧ /❡")❡ ✉♥❡ ✈❛/✐❛❜❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ x2(k + 1) ❛♣♣❛/)✐❡♥) @ c1(k) ❡) 8✉✐ ♥✬❛ ♣❛" ❡♥❝♦/❡ 6)6
❡①♣❧✐8✉6❡✳ H❛/ ❝♦♥"68✉❡♥)❡✱ ❡❧❧❡ ❛ 6)6 ❛❥♦✉)6❡ ❞❛♥" ❳
′
c ❡) ❧❡ ♣❛/❝♦✉/" ❝♦♥)✐♥✉❡ "♦♥ ❝❤❡♠✐♥
❥✉"8✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥) ♦G ❧❡" ❞❡✉① ❡♥"❡♠❜❧❡" ❳
′
c ❡)❳
′
d "♦♥) ✈✐❞❡"✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ❧❡" 8✉❛)/❡ ❘❘❆❙
❞②♥❛♠✐8✉❡" ❣6♥6/6❡" "♦♥) ✿
✶✳ ❘❘❆❙1❂④c0(k); c1(k); c2(k); c2(k + 1); c3(k + 1)⑥
✷✳ ❘❘❆❙2❂④c0(k); c1(k); c3(k); c2(k + 1); c3(k + 1)⑥
✸✳ ❘❘❆❙3❂④c0(k); c2(k); c3(k); c2(k + 1); c3(k + 1)⑥
✹✳ ❘❘❆❙4❂④c1(k); c2(k); c3(k); c3(k + 1)⑥
■❧ ❡") ✐♥)6/❡""❛♥) ❞❡ ♥♦)❡/ 8✉❡ ❧❡" 8✉❛)/❡ ❘❘❆❙ ✜♥❛❧❡" "♦♥) ❝♦♠♣♦"6❡" ❞❡ ❝♦♥)/❛✐♥)❡"
❡①♣/✐♠6❡" "❡✉❧❡♠❡♥) "✉/ ❧❡" ❞❡✉① ✐♥")❛♥)" ✿ k ❡) k+1✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉) ♥♦✉" ♠❡♥❡/ @ ♥♦✉" ♣♦"❡/
❧❛ 8✉❡")✐♦♥ ✿ ♣♦✉/8✉♦✐ ❝❡" ❝♦♥)/❛✐♥)❡" "♦♥)✲❡❧❧❡" "✉/ "❡✉❧❡♠❡♥) ❝❡" ❞❡✉① ✐♥")❛♥)" ❄ ❊♥ ❢❛✐)✱
❧❛ /6♣♦♥"❡ @ ❝❡))❡ 8✉❡")✐♦♥ ❡") 8✉❡ ❧✬❤♦/✐③♦♥ h ❛ 6)6 ✜①6 @ ✶ ❡) ❛✈❡❝ ❝❡))❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥✱ )♦✉"
❧❡" ♣❛/❝♦✉/" 8✉✐ ♠F♥❡♥) @ ✉)✐❧✐"❡/ ❧❡" ❝♦♥)/❛✐♥)❡" ♦G ❧❡" ✈❛/✐❛❜❧❡" ❛♣♣❛/❛✐""❡♥) ❛✉① ✐♥")❛♥)"
♣❧✉" ❣/❛♥❞ 8✉❡ k ✰ h "❡/♦♥) 6❧✐♠✐♥6❡"✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ✜①❡/ ❧✬❤♦/✐③♦♥ @ ✶ ♥✬6)❛✐) ♣❛" ✉♥ ❤❛"❛/❞
❡) ❝❡❧❛ "❡/❛ ❞6)❛✐❧❧6 ❞❛♥" ❧❛ "❡❝)✐♦♥ "✉✐✈❛♥)❡✳
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
❈❡))❡ "❡❝)✐♦♥ ❛ ♣/6"❡♥)6 ❝♦♠♠❡♥) ♥♦)/❡ ❛♣♣/♦❝❤❡ )/❛✐)❡ ✉♥ "②")F♠❡ ❞②♥❛♠✐8✉❡
❞❛♥" ❧❡ ❜✉) ❞❡ ❣6♥6/❡/ ❧❡" ❘❘❆❙ ✉)✐❧❡" ❛✉① )❡")" ❞❡ ❝♦❤6/❡♥❝❡ ❡♥)/❡ ❧❡" ❞✐✛6/❡♥)❡"
✐♥❢♦/♠❛)✐♦♥" ❝❛♣)✉/6❡" ♣❛/ ❧❡ /6"❡❛✉ ❞❡ ❝❛♣)❡✉/"✳ ❊♥"✉✐)❡✱ ❝❡" ❘❘❆❙ ✈♦♥) ♣❛""❡/ @
❧✬6)❛♣❡ ❞❡ ♣/6✲)/❛✐)❡♠❡♥) ❛✈❡❝ ❧❛ ♠6)❤♦❞❡ ❚/❛♥"❢♦/♠❛)✐♦♥✲❞❡"✲✈❛/✐❛❜❧❡"✳ ❈❡❧❛ ♣❡/♠❡) ❞❡
/❡♥❞/❡ ❝❡" ❘❘❆❙ ❝❛//6❡" ❡♥ ♣❛""❛♥) ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛/✐❛❜❧❡" ❝♦♥♥✉❡" ❞❛♥" ❧❛ ♣❛/)✐❡
✐♠❛❣❡" ❞❡" ❝♦♥)/❛✐♥)❡" ♦✉ ❞✬❛❥♦✉)❡/ ❡♥ ♣❧✉" ❞❡" ❝♦♥)/❛✐♥)❡" ✜❝)✐✈❡"✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ❧❡" )❡")"
❞❡ ❝♦❤6/❡♥❝❡ "❡/♦♥) /6❛❧✐"6" ❛✈❡❝ ❧❛ ♠6)❤♦❞❡ ■♥✈❡/"✐♦♥✲❊♥"❡♠❜❧✐")❡✳ ▲❛ ♥♦♥ "❛)✐"❢❛❝)✐♦♥
❞✬❛✉ ♠♦✐♥" ✉♥ ❈❙H■ ♥♦✉" ♠♦♥)/❡/❛ 8✉❡ ❧❡ "②")F♠❡ ♥✬❡") ♣❛" ❡♥ ❜♦♥ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥)✳
❆✉ ❝♦♥)/❛✐/❡✱ "✐ )♦✉)" ❧❡" ❈❙H■ "♦♥) "❛)✐"❢❛✐)"✱ ♦♥ ♣❡✉) ❛❧♦/" ❝♦♥❝❧✉/❡ 8✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛"
❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❛♥" ❧❡ "②")F♠❡✳ ❈✬❡") ♣♦✉/ ❝❡))❡ /❛✐"♦♥ 8✉❡ ❧✬6)❛♣❡ ❞✬6✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡" ❘❘❆❙
♥✬❡") ♣❛" ❞6)❛✐❧❧6 ❞❛♥" ❝❡ ❝❤❛♣✐)/❡ ❝❛/ ❡❧❧❡ ❡") ✐❞❡♥)✐8✉❡ ❛✉ ❝❛" ")❛)✐8✉❡✳ ❊♥ /❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧
❡") ♥6❝❡""❛✐/❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡/ ❧❛ ♣❛/)✐❡ ❣6♥6/❛)✐♦♥ ❞❡ ❘❘❆❙ ❞❛♥" ✉♥ ❝❛" ❞②♥❛♠✐8✉❡✳ H♦✉/ ❧❛
✈6/✐✜❡/✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❝❤♦✐"✐ ❧❛ ♠6)❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬❡"♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛/✐)6 ♣♦✉/ ❢❛✐/❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛/❛✐"♦♥ ❞❡"
/6"✉❧)❛)" ♦❜)❡♥✉"✳
✾✽
❈❤❛♣✐%&❡ ✻✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡/ ❘❡❧❛%✐♦♥/ ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡ ❞❛♥/ ❧❡
❝❛/ ❞②♥❛♠✐5✉❡
✸ ❈♦♠♣❛&❛✐(♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡(♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛&✐12
✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥
❈❡$$❡ ♣❛'$✐❡ ♥♦✉, ♣❡'♠❡$$'❛✱ ❡♥ ♣'❡♠✐❡' ❧✐❡✉✱ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡' ❧❡, '2,✉❧$❛$, $'♦✉✈2, ❛✈❡❝
♥♦$'❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ ,$'✉❝$✉'❡❧❧❡✳ ❊♥ ❞❡✉①✐8♠❡ ❧✐❡✉✱ ❝❡$$❡ ♣❛'$✐❡ ♥♦✉, ♣❡'♠❡$$'❛ 2❣❛❧❡♠❡♥$
❞✬❡①♣❧✐;✉❡' ♥♦$'❡ '❛✐,♦♥♥❡♠❡♥$ ♣♦✉' ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦'✐③♦♥ h ❛❜♦'❞2❡ ❞❛♥, ❧❛
,❡❝$✐♦♥ ♣'2❝2❞❡♥$❡✳ >♦✉' ❝❡ ❢❛✐'❡✱ ♥♦✉, ❛❧❧♦♥, $♦✉$ ❞✬❛❜♦'❞ ❛♣♣❧✐;✉❡' ❧❛ ♠2$❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬❡,♣❛❝❡
❞❡ ♣❛'✐$2 @ ❧❛ '2,♦❧✉$✐♦♥ ❞✉ ♠A♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞2✜♥✐ ♣❛' ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞✬2;✉❛$✐♦♥, ✭✻✳✸✮✳ >✉✐,✱ ❧❡,
❡①♣❧✐❝❛$✐♦♥, ✈♦♥$ ❞♦♥♥❡'✱ ❛✉ ❢✉' ❡$ @ ♠❡,✉'❡✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣'2❤❡♥,✐♦♥ ❝♦♠♣❧8$❡ ,✉' ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡
❞❡ ♥♦, ❛'❣✉♠❡♥$,✳
✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠3%❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬❡6♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛&✐%3 7 ❧❛ &36♦❧✉%✐♦♥
❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❘❡♣'❡♥♦♥, ❧❡, ❞✐✛2'❡♥$❡, 2$❛♣❡, ♥2❝❡,,❛✐'❡, ✱❡①♣❧✐;✉2❡, ❞❛♥, ❧❛ ,♦✉,✲,❡❝$✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ❞✉
❝❤❛♣✐$'❡ ✭✷✮✱ ;✉✐ ❝♦♥❞✉✐,❡♥$ @ ❝♦♥,$'✉✐'❡ ❧❛ ♠❛$'✐❝❡ ❈h ,✉✐✈❛♥$❡ ✿
❈h =


❈
❈❆
❈❆
2
...
...
...
❈❆
h


✭✻✳✼✮
♣✉✐, @ ❝❛❧❝✉❧❡' ❧❛ ♠❛$'✐❝❡ ❞❡ ♣'♦❥❡❝$✐♦♥ ❲ ✈2'✐✜❛♥$ ✿
❲ ∗❈h = 0 ✭✻✳✽✮
❙❛❝❤❛♥$ ;✉❡ ❧❡ ♠♦❞8❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦'$❡♠❡♥$ ❡,$ ✿
r0(k) : x1(k + 1)− (0.99 ∗ x1(k) + 0.01 ∗ x2(k) + 0.1 ∗ y1(k)) = 0
r1(k) : x2(k + 1)− (0.89 ∗ x2(k) + 0.01 ∗ x1(k)) = 0
r2(k) : x1(k) + x2(k)− y2(k) = 0
r3(k) : x2(k)− y3(k) = 0 ✭✻✳✾✮
❝❡ ;✉✐ ♥♦✉, ❞♦♥♥❡ ❧❡, ❞✐✛2'❡♥$❡, ♠❛$'✐❝❡, ❝♦♠♠❡ ,✉✐$ ✿
❆ =
[
0.99 0.01
0.01 0.89
]
❡$ ❈ =
[
1 1
0 1
]
■❝✐✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ h ❞❡ ❧✬2;✉❛$✐♦♥ ✭✻✳✼✮ ❡,$ ❛✉,,✐ ❧✬❤♦'✐③♦♥ ❞❡ $❡♠♣, ♥2❝❡,,❛✐'❡ ♣♦✉' ♣♦✉✈♦✐'
❣2♥2'❡' ❧❡, 2;✉❛$✐♦♥, ❞❡ ♣❛'✐$2 ♦✉ ❧❡, ❘❘❆❙ ❞❛♥, ♥♦$'❡ ❛♣♣'♦❝❤❡✳ ❊♥ ❢❛✐$✱ ❧❡ 'Q❧❡ ❞❡ ❝❡$$❡
✾✾
!❛✐❧❧❡ h ❛ &!& ❡①♣❧✐)✉&❡ ❞❛♥- ❧❛ -♦✉-✲-❡❝!✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ❞✉ ❝❤❛♣✐!6❡ ✭✷✮✱ ❛✐♥-✐ )✉❡ ❧❡- ❝♦♥❞✐!✐♦♥-
♣♦✉6 ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ h )✉✐ ❝♦♥-✐-!❡ 9 ❞&!❡6♠✐♥❡6 ❧✬❤♦6✐③♦♥ ♣♦✉6 ✉♥ -②-!>♠❡ ❞②♥❛♠✐)✉❡ ❞❡
-♦6!❡ )✉❡ ✿
✕ ▲❛ !❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦6✐③♦♥ h ❡-! &❣❛❧❡ 9 ♥
✕ ▲❛ !❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦6✐③♦♥ h✱ )✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉! ❞✐6❡ ✧♦♣!✐♠❛❧❡✧✱ ❝♦♥-✐-!❡ 9 ❝❤❡6❝❤❡6 ✉♥❡ !❛✐❧❧❡
0 < h ≤ ♥ )✉✐ 6❡-♣❡❝!❡ -✐♠✉❧!❛♥&♠❡♥! ❧❡- ❞❡✉① ❝♦♥❞✐!✐♦♥- -✉✐✈❛♥!❡- ✿
✕ ▲❛ ♠❛!6✐❝❡ ❈h ♥❡ ❞♦✐! ♣❛- E!6❡ ❞❡ ♣❧❡✐♥ 6❛♥❣✳
✕ 6❛♥❣✭❈h✮ ❂ ♥ ✭-✐ ❧❡ -②-!>♠❡ ❡-! ♦❜-❡6✈❛❜❧❡✮
❆✈❡❝ ♥ ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ ✈❛6✐❛❜❧❡- ❞✬&!❛! ❞✉ -②-!>♠❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐- )✉❡ ❧❛ !❛✐❧❧❡ h ❡-! ❞&!❡6♠✐♥&❡✱
❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ 6❡❧❛!✐♦♥- ❞❡ ♣❛6✐!& )✉✐ -♦♥! ❧✐♥&❛✐6❡♠❡♥! ✐♥❞&♣❡♥❞❛♥!❡- -♦♥! ❞♦♥♥&❡- ♣❛6 ✿
dim(♣) : Nombre De Ligne(❈h)− rang(❈h) ✭✻✳✶✵✮
❈❡!!❡ &)✉❛!✐♦♥ ✭✻✳✶✵✮ ❡-! ✉♥ ❝6✐!>6❡ ✐♠♣♦6!❛♥! ♣❛6❝❡ )✉✬❡❧❧❡ ♥♦✉- ♣❡6♠❡! ❞❡ ❝♦♥♥❛✐!6❡
❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞✬&)✉❛!✐♦♥- ❞❡ ♣❛6✐!& )✉✐ -♦♥! ❧✐♥&❛✐6❡♠❡♥! ✐♥❞&♣❡♥❞❛♥!❡- ❡! )✉✐ ❡①♣❧♦✐!❡♥!
!♦✉!❡- ❧❡- ✐♥❢♦6♠❛!✐♦♥- ❞❛♥- ❧❡ -②-!>♠❡✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐)✉❛♥! ❝❡- ❝♦♥❞✐!✐♦♥- ♣♦✉6 ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
!❛✐❧❧❡ h ❝✐✲❞❡--✉-✱ ✐❧ -✉✣! ❞❡ ♣6❡♥❞6❡ h ❂ ✶ ♣♦✉6 ♣♦✉✈♦✐6 ❣&♥&6❡6 ❧❡- &)✉❛!✐♦♥- ❞❡ ♣❛6✐!&
♣♦✉6 ❝❡ -②-!>♠❡ ✭✻✳✸✮ ❝♦♥-✐❞&6& ❝❛6 ✿
❈1 =
[
❈
❈❆
]
=


1 1
0 1
1 0.9
0.01 0.89

 ✭✻✳✶✶✮
▲❡ 6❛♥❣ ❞❡ ❝❡!!❡ ♠❛!6✐❝❡ ✭✻✳✶✶✮ ❡-! ✿ 6❛♥❣✭❈1✮ ❂ ✷ ❂ ♥✱ ❝✬❡-!✲9✲❞✐6❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐!✐♦♥ ♣♦✉6
❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ !❛✐❧❧❡ h ❡-! -❛!✐-❢❛✐!❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠❛!6✐❝❡ ✭✻✳✶✶✮ ❡! ❞❡ ❧✬&)✉❛!✐♦♥ ✭✻✳✶✵✮✱ ❡-! ❞&❞✉✐!
❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞✬&)✉❛!✐♦♥- ❞❡ ♣❛6✐!& ✿ ✹ ✲ ✷ ❂ ✷✳ ❉❡ ❧✬&)✉❛!✐♦♥ ✭✻✳✽✮✱ ♦♥ ♦❜!✐❡♥! ✿
[
w0 w1 w2 w3
] ∗


1 1
0 1
1 0.9
0.01 0.89

 = 0 ✭✻✳✶✷✮
❊! ❧❡- ❞❡✉① &)✉❛!✐♦♥- ❞❡ ♣♦✐❞- ❞❡ ❧❛ ♠❛!6✐❝❡ ❲ -♦♥! ✿
w0 + w2 + 0.01 ∗ w3 = 0 ✭✻✳✶✸✮
w0 + w1 + 0.9 ∗ w2 + 0.89 ∗ w3 = 0 ✭✻✳✶✹✮
❚♦✉! ❞✬❛❜♦6❞✱ ❛✛❡❝!♦♥- ❧❛ ✈❛❧❡✉6 ✶ ♣♦✉6 w2 ❡! ✵ ♣♦✉6 w3 ❞❛♥- ❧❡- ❞❡✉① &)✉❛!✐♦♥-
✭✻✳✶✹✮ ❡! ✭✻✳✶✹✮✳ V✉✐- ❧❛ ✈❛❧❡✉6 ✵ ♣♦✉6 w2 ❡! ✶ ♣♦✉6 w3 ❞❛♥- ❧❡- ❞❡✉① ♠E♠❡- &)✉❛!✐♦♥-
♣♦✉6 !6♦✉✈❡6 ❧❡- ♣♦✐❞- ❞❡- wi -❡6✈❛♥! 9 ❞&!❡6♠✐♥❡6 ❧❡- ❞❡✉① &)✉❛!✐♦♥- ❞❡ ♣❛6✐!& ♣❛6 ❧❛
-✉✐!❡✳ ▲❡ ♣6❡♠✐❡6 ❝❛- ♥♦✉- ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐-!❡ ❞❡ ♣♦✐❞- wi -✉✐✈❛♥!❡ ✿
✶✵✵
❈❤❛♣✐%&❡ ✻✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡/ ❘❡❧❛%✐♦♥/ ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡ ❞❛♥/ ❧❡
❝❛/ ❞②♥❛♠✐5✉❡
w0 = −1 ✭✻✳✶✺✮
w1 = 0.1
w2 = 1
w3 = 0
❊( ❧❡ ❞❡✉①✐/♠❡ ❝❛3 ♥♦✉3 ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐3(❡ ❞❡ ♣♦✐❞3 wi ✿
w0 = −0.01 ✭✻✳✶✻✮
w1 = −0.88
w2 = 0
w3 = 1
❆ ♣❛9(✐9 ❞❡ ❝❡3 ❞❡✉① ❧✐3(❡3 ❞❡ ♣♦✐❞3 wi ✭✻✳✶✺✮ ❡( ✭✻✳✶✻✮✱ ❧❡3 ❞❡✉① ;<✉❛(✐♦♥3 ❞❡ ♣❛9✐(;
❧✐♥;❛✐9❡♠❡♥( ✐♥❞;♣❡♥❞❛♥(❡3 3♦♥( ✿
p0 = −y2(k) + 0.1 ∗ y3(k) + y2(k + 1)− 0.1 ∗ y1(k) ✭✻✳✶✼✮
p1 = −0.01 ∗ y2(k)− 0.88 ∗ y3(k) + y3(k + 1) ✭✻✳✶✽✮
❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡9 ♥♦3 ❘❘❆❙ ❣;♥;9;❡3 ♣♦✉9 ❝❡ ❝❛3 ❞②♥❛♠✐<✉❡✱ ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐9 ♣9♦✉✈❡9 <✉✬❡❧❧❡3
♣❡✉✈❡♥( ❢♦9♠❡9 ❝❡3 ❞❡✉① ;<✉❛(✐♦♥3 ❞❡ ♣❛9✐(; ✭✻✳✶✼✮ ❡( ✭✻✳✶✽✮ <✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (9♦✉✈; ❝✐✲❞❡33✉3✳
✸✳✸ ❈♦♠♣❛'❛✐)♦♥ ❡♥,'❡ ❧❡) ❞❡✉① ❛♣♣'♦❝❤❡)
▲❛ ✈❛❧✐❞❛(✐♦♥ ❞❡3 9;3✉❧(❛(3 ❞❡ ♥♦(9❡ ❛♣♣9♦❝❤❡ 3(9✉❝(✉9❡❧❧❡ ♣❛9 ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠;(❤♦❞❡
❞✬❡3♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛9✐(; ❡3( ✐♠♣♦9(❛♥(❡ ❝❛9 ❡❧❧❡ ♣❡9♠❡( ♥♦♥ 3❡✉❧❡♠❡♥( ❞❡ ✈❛❧✐❞❡9 ♥♦(9❡ ♠;✲
(❤♦❞❡ ♠❛✐3 ❡❧❧❡ ♣❡9♠❡( ;❣❛❧❡♠❡♥( ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣9❡♥❞9❡ ❧❡3 ❛✈❛♥(❛❣❡3✱ ❛✐♥3✐ <✉❡ ❧❡3 ✐♥✲
❝♦♥✈;♥✐❡♥(3 ❞❡ ♥♦(9❡ ♠;(❤♦❞❡✳ J♦✉9 ❝❡ ❢❛✐9❡✱ ✐❧ ❡3( ♥;❝❡33❛✐9❡ ❞❡ ❝♦♥3(✐(✉❡9 ❧❡3 ;<✉❛✲
(✐♦♥3 ❞❡ ♣❛9✐(; K ♣❛9(✐9 ❞❡3 ♣❛<✉❡(3 ❞❡ ❝♦♥(9❛✐♥(❡3 ❘❘❆❙✳ J9❡♥♦♥3 ❞✬❛❜♦9❞ ❧❛ ♣9❡♠✐/9❡
RRAS1❂④c0(k); c1(k); c2(k); c2(k + 1); c3(k + 1)⑥ ✿
r0(k) : x1(k + 1)− (0.99 ∗ x1(k) + 0.01 ∗ x2(k) + 0.1 ∗ y1(k)) = 0 ✭✻✳✶✾✮
r1(k) : x2(k + 1)− (0.89 ∗ x2(k) + 0.01 ∗ x1(k)) = 0 ✭✻✳✷✵✮
r2(k) : x1(k) + x2(k)− y2(k) = 0 ✭✻✳✷✶✮
r2(k + 1) : x1(k + 1) + x2(k + 1)− y2(k + 1) = 0 ✭✻✳✷✷✮
r3(k + 1) : x2(k + 1)− y3(k + 1) = 0 ✭✻✳✷✸✮
❉❡ ✭✻✳✷✸✮ ❧✬;<✉❛(✐♦♥ 3✉✐✈❛♥(❡ ❡3( ❞;❞✉✐(❡ ✿
x2(k + 1) = y3(k + 1) ✭✻✳✷✹✮
✶✵✶
❉❡ ✭✻✳✷✹✮ ❡* ❞❡ ✭✻✳✷✷✮✱ ♦♥ ♦❜*✐❡♥* ✿
x1(k + 1) = y2(k + 1)− y3(k + 1) ✭✻✳✷✺✮
❉❡ ✭✻✳✷✶✮ ✿
x1(k) = y2(k)− x2(k) ✭✻✳✷✻✮
❊♥ ❛♣♣❧✐7✉❛♥* ❧❡9 :7✉❛*✐♦♥9 ✭✻✳✷✺✮✱ ✭✻✳✷✻✮ ; ❧✬:7✉❛*✐♦♥ ✭✻✳✶✾✮ ✿
0.98 ∗ x2(k) = 0.99 ∗ y2(k) + 0.1 ∗ y1(k) + y3(k + 1)− y2(k + 1) ✭✻✳✷✼✮
❉❡ ✭✻✳✷✹✮✱✭✻✳✷✻✮ ; ❧✬:7✉❛*✐♦♥ ✭✻✳✷✵✮ ✿
−0.88 ∗ x2(k) = 0.01 ∗ y2(k)− y3(k + 1) ✭✻✳✷✽✮
❉❡ ✭✻✳✷✼✮ ❡* ✭✻✳✷✽✮✱ ❧✬:7✉❛*✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❡9* ✿
p
′
1 = −8810 ∗ y2(k)− 880 ∗ y1(k) + 1000 ∗ y3(k + 1) + 8800 ∗ y2(k) ✭✻✳✷✾✮
❈❡ ♣B♦❝❡99✉9 ❡9* B:♣:*: ♣♦✉B *♦✉9 ❧❡9 ♣❛7✉❡*9 ❞❡ ❝♦♥*B❛✐♥*❡9 ❝❡ 7✉✐ ♥♦✉9 ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐9*❡
❞✬:7✉❛*✐♦♥9 ✿
p
′
1 = −8810 ∗ y2(k)− 880 ∗ y1(k) + 1000 ∗ y3(k + 1) + 8800 ∗ y2(k) ✭✻✳✸✵✮
p
′
2 = −8810 ∗ y3(k) + 10000 ∗ y3(k + 1)− 100 ∗ y2(k + 1) + 10 ∗ y1(k) ✭✻✳✸✶✮
p
′
3 = 0.99 ∗ y2(k) + y3(k + 1) + 0.1 ∗ y1(k)− 0.98 ∗ y3(k)− y2(k + 1) ✭✻✳✸✷✮
p
′
4 = −0.01 ∗ y2(k)− 0.88 ∗ y3(k) + y3(k + 1) ✭✻✳✸✸✮
❆ ♣B❡♠✐GB❡ ✈✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉* ❝♦♥9*❛*❡B 7✉❡ ❧❡9 B:9✉❧*❛*9 7✉✐ 9♦♥* ✐99✉9 ❞❡ ❧❛ ♠:*❤♦❞❡ ❞❡9
:7✉❛*✐♦♥9 ❞❡ ♣❛B✐*: 9♦♥* ❞✐✛:B❡♥*9 ♣❛B B❛♣♣♦B* ; ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠:*❤♦❞❡ 9*B✉❝*✉B❡❧❧❡✳ ❊✛❡❝✲
*✐✈❡♠❡♥*✱ ❧❛ ♣B❡♠✐GB❡ :7✉❛*✐♦♥ ❞❡ ♣❛B✐*: p0 ♥✬❡9* ♣❛9 B❡*B♦✉✈:❡ ❞❛♥9 ❝❡❧❧❡9 ❞❡ ♥♦9 ❘❘❆❙
❣:♥:B:❡9✳ ❙❡✉❧❡ ❧✬:7✉❛*✐♦♥ ✭✻✳✶✽✮ ❡9* ❜✐❡♥ ✐❞❡♥*✐7✉❡ ; ✭✻✳✸✸✮ ✳ P❛B ❝♦♥9:7✉❡♥*✱ ✐❧ ❡9* ♣♦99✐❜❧❡
❞❡ ❝♦♥❝❧✉B❡ *B♦♣ B❛♣✐❞❡♠❡♥* 7✉❡ ♥♦9 B:9✉❧*❛*9 ♥❡ 9♦♥* ♣❛9 ❝♦BB❡❝*9✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ B❛♣♣❡❧♦♥9
7✉✬✐❧ ❢❛✉* 9❡✉❧❡♠❡♥* ❞❡✉① :7✉❛*✐♦♥9 ❞❡ ♣❛B✐*:✱ 7✉✐ 9♦♥* ❧✐♥:❛✐B❡♠❡♥* ✐♥❞:♣❡♥❞❛♥*❡9✱ ♣♦✉B
❡①♣❧♦✐*❡B *♦✉*❡9 ❧❡9 ✐♥❢♦B♠❛*✐♦♥9 ❞✉ 9②9*G♠❡ ❝♦♥9✐❞:B:✳ ❆ ♣❛B*✐B ❞❡ ❝❡9 ❞❡✉① :7✉❛*✐♦♥9 ❞❡
♣❛B✐*: 7✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉* 7✉❛❧✐✜❡B ❞❡ ✧ ❡❧❛$✐♦♥ ❞❡ ❜❛*❡✧✱ ♦♥ ♣❡✉* ❧❡9 ❝♦♠❜✐♥❡B ♣♦✉B ❛✈♦✐B ✉♥❡
✐♥✜♥✐*: ❞✬❛✉*B❡9 :7✉❛*✐♦♥9 ❞❡ ♣❛B✐*:✳
❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥* ❡♥*B❡ ❧❡ p0 ❞❡ ❧✬:7✉❛*✐♦♥ ✭✻✳✶✹✮ ❡* p1 ❞❡ ❧✬:7✉❛*✐♦♥ ✭✻✳✶✹✮ ✿
p1 − p0 = 0.99 ∗ y2(k) + y3(k + 1) + 0.1 ∗ y1(k)− 0.98 ∗ y3(k)− y2(k + 1) ✭✻✳✸✹✮
❖♥ ♦❜*✐❡♥* ❞♦♥❝ ❧✬:7✉❛*✐♦♥ p
′
3 ❞❡ ✭✻✳✸✷✮✳ P✉✐9
p1∗10000−p0∗100 = −8810∗y3(k)+10000∗y3(k+1)−100∗y2(k+1)+10∗y1(k) ✭✻✳✸✺✮
❉❛♥9 ❝❡ ❝❛9✱ ❧✬:7✉❛*✐♦♥ p
′
2 ❞❡ ✭✻✳✸✶✮ ❡9* ❜✐❡♥ B❡*B♦✉✈:❡✳ ❊* ✜♥❛❧❡♠❡♥* ✿
p1 ∗ 1000+ p0 ∗ 8800 = −8810∗ y2(k)− 880∗ y1(k)+1000∗ y3(k+1)+8800∗ y2(k) ✭✻✳✸✻✮
✶✵✷
❈❤❛♣✐%&❡ ✻✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡/ ❘❡❧❛%✐♦♥/ ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡ ❞❛♥/ ❧❡
❝❛/ ❞②♥❛♠✐5✉❡
▲✬%&✉❛)✐♦♥ p
′
1 ❞❡ ✭✻✳✸✵✮ ❡4) ❞♦♥❝ )6♦✉✈%❡✳ ❖♥ ♣❡✉) ❝♦♥❝❧✉6❡ &✉❡ )♦✉)❡4 ❧❡4 %&✉❛)✐♦♥4 ❞❡
♣❛6✐)% ✭✻✳✸✵✮✱ ✭✻✳✸✶✮✱ ✭✻✳✸✷✮✱ ✭✻✳✸✸✮ ❢♦6♠❛♥) > ♣❛6)✐6 ❞❡4 ❘❘❆❙ ❣%♥%6%❡4 4♦♥) ❞❡4 ❝♦♠❜✐♥❛✐✲
4♦♥4 ❞❡4 %&✉❛)✐♦♥4 ❞❡ ♣❛6✐)% p0 ❡) p1 ❞❡ ❜❛4❡ ✭✻✳✶✼✮ ❡) ✭✻✳✶✽✮✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉4 ❛ ♣❡6♠✐4 ❞❡ ✈❛❧✐❞❡6
♥♦4 6%4✉❧)❛)4 ❡) ❞❡ ❝♦♥❝❧✉6❡ &✉❡ ♥♦4 ❘❘❆❙ ❡①♣❧♦✐)❡♥) )♦✉)❡4 ❧❡4 ✐♥❢♦6♠❛)✐♦♥4 ❞✉ 4②4)J♠❡
♣♦✉6 ❢❛✐6❡ ❧❡ ❞✐❛❣♥♦4)✐❝✳ ❯♥❡ ❢♦✐4 &✉❡ ❧❡4 6%4✉❧)❛)4 4♦♥) ✈❛❧✐❞%4✱ ✐❧ ❡4) ✐♥)%6❡44❛♥) ❞✬❛✈♦✐6
✉♥❡ ✈✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ 4✉6 ❧❡4 ❛✈❛♥)❛❣❡4 ❡) ❧❡4 ✐♥❝♦♥✈%♥✐❡♥)4 ❞❡ ♥♦)6❡ ❛♣♣6♦❝❤❡ ♣❛6 6❛♣♣♦6) ❛✉①
♠%)❤♦❞❡4 ❛♥❛❧②)✐&✉❡4 ❢♦6♠❡❧❧❡4 ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬❡4♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛6✐)%✳
✸✳✹ ■♥❝♦♥✈(♥✐❡♥+, ❡+ ❆✈❛♥+❛❣❡, ❞❡ ❧❛ ♠(+❤♦❞❡ ♣5♦♣♦,(❡
✸✳✹✳✶ ■♥❝♦♥✈)♥✐❡♥,-
▲✬✉♥ ❞❡4 ✐♥❝♦♥✈%♥✐❡♥)4 ♠✐♥❡✉64 &✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉) 6❡♥❝♦♥)6❡6 ❡4) ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ♣❧✉4 %❧❡✈%
❞❡ ❝♦♥)6❛✐♥)❡4 ♥%❝❡44❛✐6❡4 ♣♦✉6 ❧❛ ❣%♥%6❛)✐♦♥ ❞❡4 ❘❘❆❙ )♦✉) ❡♥ ❝♦♥♥❛✐44❛♥) ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞❡
❧✬❤♦6✐③♦♥ ✉)✐❧✐4% &✉✐ ♣♦✉6 ❧❡4 ❞❡✉① ♠%)❤♦❞❡4✱ ♥♦)6❡ ❛♣♣6♦❝❤❡ ❡) ❝❡❧❧❡ ❞✬❡4♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛6✐)%✱
&✉✐ ❡4) ❧❛ ♠N♠❡ ✭h❂✶ ♣♦✉6 ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣6%❝%❞❡♥)✮✳ ❈❡ ♣6♦❜❧J♠❡ ❡4) ❧✐% > ❧❛ ♠❛♥✐J6❡ ❞♦♥)
♦♥ ❝♦♥4✐❞J6❡ ❧❛ ♠❛)6✐❝❡ ❞✬♦❜4❡6✈❛)✐♦♥ ❧♦64 ❞❡ ❧❛ ❣%♥%6❛)✐♦♥ ❞❡4 %&✉❛)✐♦♥4 ❞❡ ♣❛6✐)%✳ ❆✈❡❝
❧✬❤♦6✐③♦♥ h ❂ ✶ ❡) 4❡❧♦♥ ❧✬%&✉❛)✐♦♥ ✭✻✳✼✮✱ ❝❡))❡ ♠❛)6✐❝❡ ❡4) ✿
[
❈
❈❆
]
✳ ❆✉)6❡♠❡♥) ❞✐)✱
✻ ❝♦♥)6❛✐♥)❡4 ❞✐✛%6❡♥)❡4✱ ❞♦♥) ✷ ❞❛♥4 ❈ ❡) ✹ ❞❛♥4 ❈❆✮✱ 4♦♥) ✉)✐❧✐4%❡4 ❞❛♥4 ❝❡ ❝❛4 ✿
r0(k) : x1(k + 1)− (0.99 ∗ x1(k) + 0.01 ∗ x2(k) + 0.1 ∗ y1(k)) = 0
r1(k) : x2(k + 1)− (0.89 ∗ x2(k) + 0.01 ∗ x1(k)) = 0
r2(k) : x1(k) + x2(k)− y2(k) = 0
r3(k) : x1(k) + x2(k)− y2(k) = 0
r2(k + 1) : x1(k + 1) + x2(k + 1)− y2(k + 1) = 0
r3(k + 1) : x2(k + 1)− y3(k + 1) = 0
❚❛♥❞✐4 &✉✬❛✈❡❝ ♥♦)6❡ ♠%)❤♦❞❡ 4)6✉❝)✉6❡❧❧❡✱ ♥♦✉4 ♣6❡♥♦♥4 ❡♥ ❝♦♠♣)❡ )♦✉) ❧❡ ♣❛&✉❡)
❞❡ ❝♦♥)6❛✐♥)❡4 > ❝❤❛&✉❡ ♣❛4 ❞❡ )❡♠♣4✳ ❈♦♥❝6J)❡♠❡♥)✱ ❛✈❡❝ ❧✬❤♦6✐③♦♥ h ❂ ✵✱ ♦♥ ✉)✐❧✐4❡ &✉❡
✹ ❝♦♥)6❛✐♥)❡4 c0(k)✱ c1(k)✱ c2(k)✱ c3(k) ❡) ✐❧ ♥✬② ❛ ✉♥ ♠❛♥&✉❡ ❞✬✐♥❢♦6♠❛)✐♦♥ ♣♦✉6 ❣%♥%6❡6
❧❡4 ❘❘❆❙ ❞❛♥4 ❝❡ ❝❛4✳ ❈✬❡4) ♣♦✉6 ❝❡))❡ 6❛✐4♦♥ &✉❡ ♥♦)6❡ ❤♦6✐③♦♥ h ❞♦✐) N)6❡ ✜①% > ✶
♣❡6♠❡))❛♥) ❞✬✉)✐❧✐4❡6 ✽ ❝♦♥)6❛✐♥)❡4 c0(k)✱ c1(k)✱ c2(k)✱ c3(k)✱ c0(k+1)✱ c1(k+1)✱ c2(k+1)✱
c3(k + 1)✱ ❞✐✛%6❡♥)❡4 ♣♦✉6 ❣%♥%6❡6 ❧❡4 ❘❘❆❙✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥)✱ ❧❡4 ❞❡✉① ❝♦♥)6❛✐♥)❡4 ❞❡ ♣❧✉4 ✿
c0(k+1)✱ c1(k+1) 4❡6♦♥) %❧✐♠✐♥%❡4✱ ❛✉ ❢✉6 ❡) > ♠❡4✉6❡✱ ❞❛♥4 ❧❛ ❣%♥%6❛)✐♦♥ ❞❡4 ❘❘❆❙ ♣❛6
❧✬❛❧❣♦6✐)❤♠❡ ♣6♦♣♦4% ❝❛6 ❡❧❧❡4 ❝♦♥)✐❡♥♥❡♥) ❥✉4)❡♠❡♥) ❞❡4 ✈❛6✐❛❜❧❡4 &✉✐ ❛♣♣❛6❛✐44❡♥) ❛✉①
✐♥4)❛♥)4 4✉♣%6✐❡✉64 > h = 1 ✿ x1(k + 2)✱ x2(k + 2)✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡4 ❘❘❆❙ 4❡6♦♥) ❝♦♥4)✐)✉%❡4
> ♣❛6)✐6 ❞❡4 ♠N♠❡ ❝♦♥)6❛✐♥)❡4 ♣❛6 ❧❡4 ❞❡✉① ♠%)❤♦❞❡4✳
▲❡ ❞❡✉①✐J♠❡ ✐♥❝♦♥✈%♥✐❡♥) &✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉) ❢❛❝✐❧❡♠❡♥) ❝♦♥4)❛)❡6 ❡4) &✉✬♦♥ ♥❡ 6❡)6♦✉✈❡6
♣❛4 ❧❡4 ♠N♠❡ ❘❘❆❙ &✉❡ ❧❡4 6❡❧❛)✐♦♥4 ❞❡ ♣❛6✐)%✳ ■❧ ❡4) ♥%❝❡44❛✐6❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡6 ❧❡4 ♣❛&✉❡)4
❞❡ ❝♦♥)6❛✐♥)❡4 ❘❘❆❙ ♣♦✉6 6❡)6♦✉✈❡6 ❧❡4 %&✉❛)✐♦♥4 ❞❡ ♣❛6✐)% ❞❡ ❜❛4❡✱ ❝❡ &✉✐ ♥✬%)❛✐) ♣❛4
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❈❤❛♣✐%&❡ ✻✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡/ ❘❡❧❛%✐♦♥/ ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡ ❞❛♥/ ❧❡
❝❛/ ❞②♥❛♠✐5✉❡
✸✳✹✳✷ ❆✈❛♥(❛❣❡+
▲❡ ♣&❡♠✐❡& ❛✈❛♥,❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦&✐❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡2 ✢4❝❤❡2 ❡♥,&❡ ❧❡2 ❝♦♥,&❛✐♥,❡2 ❞❡ ❧✬✐♥2,❛♥, ❝♦✉✲
&❛♥, ❡, ❧❡2 ✈❛&✐❛❜❧❡2 ❞②♥❛♠✐;✉❡2 ♥♦✉2 ♣❡&♠❡, ❞❡ &<❞✉✐&❡ ❝♦♥2✐❞<&❛❜❧❡♠❡♥, ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐,<
❛❧❣♦&✐,❤♠✐;✉❡ ❞✉&❛♥, ❧❡2 ♣❛&❝♦✉&2 ❞❡ &❡❝❤❡&❝❤❡ ❞❡2 ❘❘❆❙✳ ❊✛❡❝,✐✈❡♠❡♥,✱ ❝♦♥2✐❞<&♦♥2
❞❛♥2 ✉♥ ♣&❡♠✐❡& ,❡♠♣2 ❧❡ ❝❛2 2,❛,✐;✉❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♣♦22✐❜✐❧✐,<2 ♣♦✉& ❡①♣❧✐;✉❡& ✉♥❡
✈❛&✐❛❜❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡2, ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝♦♥,&❛✐♥,❡2 ;✉✐ ❧❛ &❡❧✐❡♥,✳ ❙✉♣♣♦2♦♥2 ;✉✬✐❧ ② ❛ m ✈❛✲
&✐❛❜❧❡2 ✐♥❝♦♥♥✉❡2 E ❡①♣❧✐;✉❡& ❛✈❡❝ n ❝♦♥,&❛✐♥,❡2✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐,< ❞❡ ♥♦,&❡ ❛❧❣♦&✐,❤♠❡✱ ♣♦✉&
❧❡ ❝❛2 2,❛,✐;✉❡✱ ❡2, ❝❧❛22❛❜❧❡ ❞❛♥2 ❧❛ ❝❧❛22❡ ❧✐♥<❛✐&❡ ❖✭n✮✳ ◗✉❛♥❞ ❛✉ ❝❛2 ❞②♥❛♠✐;✉❡✱ ❧❡ ❢❛✐,
❞✬❡♠♣✐❧❡& ❧❡2 ❝♦♥,&❛✐♥,❡2 2✉& ✉♥ ❤♦&✐③♦♥ h ❛ ❛✉❣♠❡♥,< ❝♦♥2✐❞<&❛❜❧❡♠❡♥, ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐,<
❞❡ ♥♦,&❡ ❛♣♣&♦❝❤❡✳ ❈✬❡2, ♣♦✉& ❝❡,,❡ &❛✐2♦♥ ;✉❡ ♥♦,&❡ ❛❧❣♦&✐,❤♠❡ ❞❡ &❡❝❤❡&❝❤❡ ♣❡✉, L,&❡
❝❧❛22< ❞❛♥2 ❧❛ ❝❧❛22❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✿ ❖✭nh✮✳ ❈❡,,❡ ❝♦♠♣❧❡①✐,< ❡2, &❛✐2♦♥♥❛❜❧❡ 2✐ h ≤ 4✱ ♦&
2✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛2 ❞❡ ✢4❝❤❡2 ♦&✐❡♥,<2✱ ❝✬❡2,✲E✲❞✐&❡ ;✉✬✉♥❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ;✉❡❧❝♦♥;✉❡ ❝♦♥❞✉✐,
E ❧✬✉,✐❧✐2❛,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥,&❛✐♥,❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦&,❡ ;✉❡❧ ✐♥2,❛♥, ❡, ❝✬❡2, ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉& ,♦✉,❡2
❧❡2 ✈❛&✐❛❜❧❡2 ✐♥❝♦♥♥✉❡2 2✉& ✉♥ ❤♦&✐③♦♥ h✱ ❝❡❧❛ &❡♥❞&❛ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐,< ❞❡ ♥♦,&❡ ❛♣♣&♦❝❤❡
,♦✉❥♦✉&2 ❞❛♥2 ❧❛ ❝❧❛22❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✿ ❖✭nh∗h✮ ♠❛✐2 ❡❧❧❡ 2❡&❛ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛22❡ ◆P ❞42 ;✉❡ h ≥ 2✳
▲❡ ❞❡✉①✐4♠❡ ❛✈❛♥,❛❣❡ ♠❛❥❡✉& ❞❡ ♥♦,&❡ ❛♣♣&♦❝❤❡ ✈✐❡♥, ❞❡ 2❛ ♥❛,✉&❡✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ♥♦,&❡
❛♣♣&♦❝❤❡ 2,&✉❝,✉&❡❧❧❡ ❣<♥4&❡ ❞✬❛❜♦&❞ 2②♠❜♦❧✐;✉❡♠❡♥, ❧❡2 ❘❘❆❙ ❡♥ ♣&❡♥❛♥, ❡♥ ❝♦♠♣,❡
2❡✉❧❡♠❡♥, ❧❛ 2,&✉❝,✉&❡ ❞✉ 2②2,4♠❡✳ ❆✉,&❡♠❡♥,✲❞✐,✱ ❧❡2 ✐♥,❡&❝♦♥♥❡①✐♦♥2 ❛♥❛❧②,✐;✉❡2 ❡♥,&❡
❧❡2 ✈❛&✐❛❜❧❡2 ✈✐❛ ❧❡2 ❝♦♥,&❛✐♥,❡2 ♥❡ 2♦♥, ♣❛2 ❝♦♥2✐❞<&<❡2✳ ❇✐❡♥ ;✉❡ ❧❛ ❣<♥<&❛,✐♦♥ 2②♠❜♦❧✐;✉❡
❞❡2 ❘❘❆❙ 2♦✐, ✉♥❡ 2✐♠♣❧❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ♥<❝❡22❛✐&❡✱ ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥, 2✉✣2❛♥,❡ ♣♦✉& &<2♦✉❞&❡ ❧❡2
2②2,4♠❡2 ♥♦♥✲❧✐♥<❛✐&❡2 ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠<,❤♦❞❡ ■♥✈❡&2✐♦♥✲❊♥2❡♠❜❧✐2,❡✳ P❛& ❝♦♥2<✲
;✉❡♥,✱ ♥♦,&❡ ❛♣♣&♦❝❤❡ ♣❡&♠❡, ❞❡ ,&❛✐,❡& ❧❡ ❝❛2 ❣<♥<&❛❧ ❞❡2 2②2,4♠❡2 ❞②♥❛♠✐;✉❡2 ;✉❡❧2
;✉❡ 2♦✐❡♥, ❧❡✉& ♥❛,✉&❡ ✿ ❧✐♥<❛✐&❡ ♦✉ ♥♦♥✲❧✐♥<❛✐&❡ ❝❡ ;✉✐ ♥✬❡2, ♣❛2 ❧❡ ❝❛2 ♣♦✉& ❧❛ ♠<,❤♦❞❡
❞✬❡2♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛&✐,<✳ ❊✛❡❝,✐✈❡♠❡♥,✱ ,♦✉,❡2 ❧❡2 <,❛♣❡2 ❞❡ &<2♦❧✉,✐♦♥2 ♣❛& ❝❛❧❝✉❧2 ♠❛,&✐❝✐❡❧2
❞❛♥2 ❧❡ ❝❛❞&❡ ❞❡ ❧❛ ♠<,❤♦❞❡ ❞✬❡2♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛&✐,<✱ ♥❡ 2♦♥, ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡2 ;✉✬❛✉① 2②2,4♠❡2
❞②♥❛♠✐;✉❡2 ❧✐♥<❛✐&❡2✳ ❚♦✉,❡2 ❧❡2 ♠❛,&✐❝❡2 ❞✬♦❜2❡&✈❛,✐♦♥2✱ ❞✬<,❛,2✱ ♦✉ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡2 ♥❡
♣❡✉✈❡♥, ♣❛2 L,&❡ ❝♦♥2,&✉✐,❡2 ♣♦✉& ❧❡2 2②2,4♠❡2 ❞②♥❛♠✐;✉❡2 ♥♦♥✲❧✐♥<❛✐&❡2 ✭❡♥ ,♦✉, ❝❛2
2❛♥2 ,&❛♥2❢♦&♠❛,✐♦♥ ✐♠♣♦&,❛♥,❡ ❞✉ ♠♦❞4❧❡ ✐♥✐,✐❛❧✮✳
❆ ♣❛&,✐& ❞❡2 ❡①♣❧✐❝❛,✐♦♥2 ❞✉ ❞❡✉①✐4♠❡ ❛✈❛♥,❛❣❡✱ ✉♥ ♣♦✐♥, ✐♠♣♦&,❛♥, ❡2, 2♦✉❧❡✈< ❝♦♥❝❡&✲
♥❛♥, ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ,❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦&✐③♦♥ h✳ ▲❡2 ❞❡✉① ❝♦♥❞✐,✐♦♥2 ❛❜♦&❞<❡2 ♣♦✉& ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
,❛✐❧❧❡ h ❞❛♥2 ❧❛ 2♦✉2✲2❡❝,✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ❞✉ ❝❤❛♣✐,&❡✭✷✮ ♥❡ 2♦♥, ♣❧✉2 ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡2 ♣♦✉& ❧❡2 2②2,4♠❡2
♥♦♥✲❧✐♥<❛✐&❡2✳ ❈✬❡2, ♣♦✉& ❝❡,,❡ &❛✐2♦♥ ;✉✬✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐& &❡❞<✜♥✐& ❝❡,,❡ ,❛✐❧❧❡ h ❞✐✛<&❡♠♠❡♥,
❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛,✉&❡ ❞✉ 2②2,4♠❡ ✿
✶✳ ❙②+(.♠❡ ❧✐♥2❛✐3❡ ✿ ■❧ ❝♦♥2✐2,❡ E ❛♣♣❧✐;✉❡& ❧❡2 ❞❡✉① ❝♦♥❞✐,✐♦♥2 ❛❜♦&❞<❡2 ❞❛♥2 ❧❛
2♦✉2✲2❡❝,✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ❞✉ ❝❤❛♣✐,&❡✭✷✮✳
✷✳ ❙②+(.♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥2❛✐3❡ ✿ P♦✉& ❝❡ ❝❛2✱ ❧❡ 2❡✉❧ ❝&✐,4&❡ ;✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉, ✉,✐❧✐2❡& ❡2, ;✉❡ ✿ 2✐
h ❃ ♥✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉2 ❞✬✐♥❢♦&♠❛,✐♦♥ 2✉♣♣❧<♠❡♥,❛✐&❡✳ ❆✉ ❝♦♥,&❛✐&❡✱ ✐❧ ♥✬❡2, ♣❛2 ♣♦22✐❜❧❡
❞❡ ♣&❡♥❞&❡ ✉♥❡ ,❛✐❧❧❡ h ❁ ♥ ❝❛& ♦♥ ♥❡ ♣❡✉, ♣❛2 L,&❡ 2Z& ;✉❡ ,♦✉,❡2 ❧❡2 ✐♥❢♦&♠❛,✐♦♥2
2❡&♦♥, ❡①♣❧♦✐,<❡2✳ ▲❛ ,❛✐❧❧❡ h ❡2, ❞♦♥❝ ✜①<❡ ❂ ♥ ❞❛♥2 ♥♦,&❡ ❛♣♣&♦❝❤❡ ♣♦✉& ❧❡2 2②2,4♠❡2
✶✵✺
♥♦♥✲❧✐♥(❛✐*❡,✳
✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
❈❡//❡ ,❡❝/✐♦♥ ,✬❡,/ ✐♥/(*❡,,(❡ 2 ❧❛ ❝♦♠♣❛*❛✐,♦♥ ❡♥/*❡ ❧❡, ❘❘❆❙ 8✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❣(♥(*(❡,
✈✐❛ ♥♦/*❡ ♠(/❤♦❞❡ ,/*✉❝/✉*❡❧❧❡ ❡/ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛*✐/(✳ ❈❡//❡ ❝♦♠♣❛*❛✐,♦♥ ❛✈❛✐/ ✉♥
❞♦✉❜❧❡ ♦❜❥❡❝/✐❢ ❞♦♥/ ❧❡ ♣*❡♠✐❡* ❝♦♥,✐,/❡ 2 ✈❛❧✐❞❡* ♥♦, *(,✉❧/❛/, 8✉✐ ,❡*♦♥/ ✉/✐❧✐,(, ♣❛* ❧❛
,✉✐/❡ ♣♦✉* ❧❡, /❡,/, ❞❡ ❝♦❤(*❡♥❝❡ ,♦✉, ❢♦*♠❡ ❞❡, ❈❙A■✳ ❊/ ❧❡ ❞❡✉①✐E♠❡ ♦❜❥❡❝/✐❢ ❝♦♥,✐,/❛✐/
2 ♠♦♥/*❡* ❧❡, ❞✐✛(*❡♥/, ❛✈❛♥/❛❣❡,✱ ❛✐♥,✐ 8✉❡ ❧❡, ✐♥❝♦♥✈(♥✐❡♥/, ❡♥/*❡ ❞❡✉① ♠(/❤♦❞❡,✳ ■❧ ❡,/
❜✐❡♥ ❡♥/❡♥❞✉ 8✉✬✐❧ ❡①✐,/❡ ❞❡, ✐♥❝♦♥✈(♥✐❡♥/, ❞❛♥, ♥♦/*❡ ♠(/❤♦❞❡✱ ♠❛✐, ❝❡✉①✲❝✐ *❡,/❡♥/ 8✉❛♥❞
♠H♠❡ ♠✐♥❡✉*, ❝❛* ✐❧, ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡♥/ ♣❛, ❧❡, *(,✉❧/❛/, ✜♥❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ❛✈❡❝ ❧❡, ❛✈❛♥/❛❣❡,
❡①♣❧✐8✉(,✱ ♥♦/*❡ ♠(/❤♦❞❡ ♣❡*♠❡/ ❞❡ /*❛✐/❡* ❞❡ ♠❛♥✐E*❡ ❣(♥(*❛❧❡ ✉♥ ,②,/E♠❡ ❞②♥❛♠✐8✉❡
8✉✬✐❧ ,♦✐/ ❧✐♥(❛✐*❡ ♦✉ ♥♦♥✲❧✐♥(❛✐*❡ ❛✈❡❝ ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦*✐③♦♥ h ✜①(❡ 2 ❧✬❛✈❛♥❝❡✳
✹ ❈♦♥$%✐❜✉$✐♦♥)
❱✐❛ ❧❡, /*♦✐, ❝❤❛♣✐/*❡, ♣*(,❡♥/(, ✭✹✮✱ ✭✺✮✱✭✻✮✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ♣*(,❡♥/( ❞❡ ♠❛♥✐E*❡ ❝♦♠♣❧E/❡
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠(/❤♦❞❡ ♣❡*♠❡//❛♥/ ❞✬❡✛❡❝/✉❡* ❧❛ ❞(/❡❝/✐♦♥ ❞❡, ❞(❢❛✉/, ❞❛♥, ❧❡, ,②,/E♠❡,
,/❛/✐8✉❡,✱ ❛✐♥,✐ 8✉❡ ❝❡✉① ❞②♥❛♠✐8✉❡,✳ ❊❧❧❡ ❡,/ ❝♦♠♣♦,(❡ ❞❡ ❞❡✉① (/❛♣❡, ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡, ❞♦♥/ ✿
✕ ▲❛ ♣*❡♠✐E*❡ ❝♦♥,✐,/❡ 2 ❣(♥(*❡* ❧❡, ❞✐✛(*❡♥/, ♣❛8✉❡/, ❞❡ ❝♦♥/*❛✐♥/❡, ❘❘❆❙ 8✉✐ ,❡*♦♥/
✉/✐❧✐,(❡, ♣♦✉* ❧❡, /❡,/, ❞❡ ❝♦❤(*❡♥❝❡
✕ ▲❛ ❞❡✉①✐E♠❡ (/❛♣❡ ❝♦♥,✐,/❡ 2 (✈❛❧✉❡* ❝❡, ❘❘❆❙ ,♦✉, ❢♦*♠❡ ❞❡, ❈❙A■ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉*❡
,✉* ❧✬(/❛/ ❞❡ ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ❞✉ ,②,/E♠❡✳
❆ ❝❡ ,/❛❞❡✱ ♥♦/*❡ ♠(/❤♦❞❡ ❛ *(♣♦♥❞✉ ❛✉① ♦❜❥❡❝/✐❢, ✜①(, ❛❜♦*❞(, ❞❛♥, ❧❡ ❝❤❛♣✐/*❡ ❞✬✐♥/*♦✲
❞✉❝/✐♦♥ ❣(♥(*❛❧❡ 8✉✐ ,♦♥/ ✿
✕ ❡①/*❛✐*❡ ❧❡, *❡❧❛/✐♦♥, ✈❛❧✐❞❡, 2 ♣❛*/✐* ❞✉ ♠♦❞E❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦*/❡♠❡♥/ ❞✉ ,②,/E♠❡
❛✜♥ ❞❡ ♣*❡♥❞*❡ ❡♥ ❝♦♠♣/❡ ❧✬(✈♦❧✉/✐♦♥ ❞✉ ,②,/E♠❡ ❡♥ (❧✐♠✐♥❛♥/ ❧❡, *❡❧❛/✐♦♥, ❡/ ❞❡,
♠❡,✉*❡, ✐♥✈❛❧✐❞❡, ❛②❛♥/ ♣♦✉* ❜✉/ ❞✬❡✛❡❝/✉❡* ❧❡ ❞✐❛❣♥♦,/✐❝ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳
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❝♦♥%'❡ ❧❛ ✈❛♥♥❡ V1 ❡+% +♦✐% ♦✉✈❡'%❡✱ +♦✐% ❢❡'♠1❡ ❞❡ ♠❛♥✐*'❡ %♦✉% ♦✉ '✐❡♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❞❡
❝❡ +②+%*♠❡ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❤②❜'✐❞❡ ❡+% ❞❡ %♦✉❥♦✉'+ ♠❛✐♥%❡♥✐' ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣'♦❞✉✐% %♦①✐?✉❡
❞❛♥+ ❧❡ '1+❡'✈♦✐' R2 ❡♥%'❡ ✉♥❡ ❤❛✉%❡✉' lmax ❡% ✉♥❡ ❤❛✉%❡✉' lmin ❝♦♠♠❡ ♣'1+❡♥%1 +✉' ❧❛
✜❣✉'❡✭✼✳✶✮✳
❆✉ ❞1♣❛'%✱ ❧❛ ✈❛♥♥❡ V1 ❡+% ♦✉✈❡'%❡ ❞✉'❛♥% ❧❛ ♣❤❛+❡ ❞❡ '❡♠♣❧✐++❛❣❡ ❞❡ ♣'♦❞✉✐% %♦①✐?✉❡
✭+❛❝❤❛♥% ?✉❡ ❧❛ ✈❛♥♥❡ V2 ❡+% %♦✉❥♦✉'+ ♦✉✈❡'%❡✮ ❥✉+?✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥% ♦O ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣'♦❞✉✐%
❝❤✐♠✐?✉❡ ❞❛♥+ R2 ❛%%❡✐♥% ❧❛ ❜♦'♥❡ lmax✳ K✉✐+ ❧❛ ✈❛♥♥❡ V1 +❡'❛ ❢❡'♠1❡ ♣❡♥❞❛♥% ❧❛ ♣❤❛+❡ ❞❡
✈✐❞❛❣❡ ❞✉ '1+❡'✈♦✐' R2✳ ❉✉'❛♥% ❝❡%%❡ ♣❤❛+❡✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣'♦❞✉✐% %♦①✐?✉❡ ❞❛♥+ ❧❡ '1+❡'✈♦✐'
R2 ✈❛ ❞♦♥❝ ❞✐♠✐♥✉❡'✳ ❈❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡+❝❡♥❞ ❥✉+?✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥% ♦O ✐❧ ❛%%❡✐♥% ❧❛ ✈❛❧❡✉' lmin✳
✶✵✾
❯♥❡ ❢♦✐) *✉❡ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡)1 ❛11❡✐♥1✱ ❧❛ ✈❛♥♥❡ V1 )❡3❛ ❛❧♦3) ♦✉✈❡31❡ 4 ♥♦✉✈❡❛✉ ❡1
❛✐♥)✐ ❞❡ )✉✐1❡✳
❆✈❡❝ ❝❡11❡ ❞❡)❝3✐♣1✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉1 3❡♠❛3*✉❡3 *✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ♣❤❛)❡) ❞✐)1✐♥❝1❡)✳ ▲❛ ♣3❡✲
♠✐?3❡ ♣❤❛)❡ ❝♦♥)✐)1❡ 4 3❡♠♣❧✐3 ❞❡ ♣3♦❞✉✐1 1♦①✐*✉❡ ❧❡) ❞❡✉① 3@)❡3✈♦✐3) ❡1 ❧❛ ❞❡✉①✐?♠❡ ♣❤❛)❡
♣❡3♠❡1 ❞✬@✈❛❝✉❡3 ❝❡) ♣3♦❞✉✐1) ❞❛♥) ❧❡) ❞❡✉① ❜❛❝)✳ ▲❛ ❞@❝✐)✐♦♥ ❞❡ ♣❛))❡3 ❞✬✉♥❡ ♣❤❛)❡ 4
✉♥❡ ❛✉13❡ ❞@♣❡♥❞ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣3♦❞✉✐1 ❞❛♥) ❧❡ 3@)❡3✈♦✐3 R2✳ ❊✛❡❝1✐✈❡♠❡♥1✱ 3❡)♣❡❝1❡3 ❧❡)
♥✐✈❡❛✉① lmax ❡1 lmin ❝♦♥)✐)1❡ 4 3❡)♣❡❝1❡3 ❞❡✉① ❝♦♥13❛✐♥1❡) ❞✐)❝3?1❡) *✉✐ ❛))✉3❡♥1 ❧❛ ❝♦♠♠✉✲
1❛1✐♦♥ ❡♥13❡ ❝❡) ❞✐✛@3❡♥1❡) ♣❤❛)❡)✳ ❈❡) ❝♦♥13❛✐♥1❡) ❞✐)❝3?1❡) *✉✐ ✐♥1❡3✈✐❡♥♥❡♥1 ❞❛♥) ❧❡ ❝❛)
❞②♥❛♠✐*✉❡ ❤②❜3✐❞❡ )❡3♦♥1 3❡❣3♦✉♣@❡) ❞❛♥) ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ♥♦1@ ❈❉❂ {d1, d2} *✉✐ ❞@)✐❣♥❡♥1
3❡)♣❡❝1✐✈❡♠❡♥1 lmax ❡1 lmin✳ ❖♥ ♣❡✉1 ❝♦♥)1❛1❡3 @❣❛❧❡♠❡♥1 *✉❡ ❝❡ )②)1?♠❡ ❞②♥❛♠✐*✉❡ ❤②✲
❜3✐❞❡ ❡)1 ❞@❝3✐1 ♣❛3 ❞❡✉① ♠♦❞?❧❡) ❞②♥❛♠✐*✉❡) ❞✐✛@3❡♥1) ❝♦33❡)♣♦♥❞❛♥1 ❛✉① ❞❡✉① ♣❤❛)❡)✳
▲❡ ♠♦❞?❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦31❡♠❡♥1 ♣♦✉3 ❧❛ ♣❤❛)❡ ❞❡ 3❡♠♣❧✐))❛❣❡ ❡)1 ❞♦♥♥@ ♣❛3 ✿
r0(k) : x1(k + 1)− (0.99 ∗ x1(k) + 0.01 ∗ x2(k) + 0.1 ∗ y1(k)) = 0
r1(k) : x2(k + 1)− (0.89 ∗ x2(k) + 0.01 ∗ x1(k)) = 0
r2(k) : x1(k) + x2(k)− y2(k) = 0
r3(k) : x2(k)− y3(k) = 0 ✭✼✳✶✮
❆✈❡❝ ❈ ❂ ④c0(k), c1(k), c2(k), c3(k)⑥✱ ❱ ❂ ④ ❳ ∪ ❨ ⑥ ❛✈❡❝ ❳ ❂
④x1(k), x2(k), x1(k + 1), x2(k + 1)⑥ ❡1 ❨ ❂ ④y1(k), y2(k), y3(k)⑥✳
▲❡ ♠♦❞?❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦31❡♠❡♥1 ♣♦✉3 ❧❛ ♣❤❛)❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡)1 ✿
r0(k) : x1(k + 1)− (0.99 ∗ x1(k) + 0.01 ∗ x2(k)) = 0
r1(k) : x2(k + 1)− (0.89 ∗ x2(k) + 0.01 ∗ x1(k)) = 0
r2(k) : x1(k) + x2(k)− y2(k) = 0
r3(k) : x2(k)− y3(k) = 0 ✭✼✳✷✮
❖O ✿ ❈ ❂ ④c0(k), c1(k), c2(k), c3(k)⑥✱ ❱ ❂ ④ ❳ ∪ ❨ ⑥ ❛✈❡❝ ❳ ❂
④x1(k), x2(k), x1(k + 1), x2(k + 1)⑥ ❡1 ❨ ❂ ④y2(k), y3(k)⑥✳
❯♥ )②)1?♠❡ ❤②❜3✐❞❡ ♣❡✉1 ♣❛))❡3 ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ 4 ✉♥ ❛✉13❡ ♠♦❞❡ ♦O ❝❤❛*✉❡ ♠♦❞❡ ❝♦33❡)✲
♣♦♥❞ ✉♥ ♠♦❞?❧❡ ❞②♥❛♠✐*✉❡ ❈d )♣@❝✐✜*✉❡✱ )✐♠✐❧❛✐3❡ 4 ❝❡❧✉✐ ♣3@)❡♥1@ ♣3@❝@❞❡♠♠❡♥1 ❞❛♥)
❧❡ ❝❤❛♣✐13❡ ✭✻✮✳ R❛3 ❝♦♥)@*✉❡♥1✱ ✉♥ )②)1?♠❡ ❤②❜3✐❞❡ *✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦1❡ ❈h ❡)1 ♠♦❞@❧✐)@ ♣❛31✐❡❧✲
❧❡♠❡♥1 ♣❛3 ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛*✉❡1) ❞❡ ❝♦♥13❛✐♥1❡) ❈di ✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡) ♣❛*✉❡1) ❞@✜♥✐))❛♥1
✉♥ ♠♦❞❡✱ *✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦1❡ mi✱ ❞❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝1✐♦♥♥❡♠❡♥1 ❞♦♥♥@✳
❈h = {❈d0 ,❈d1 , ...,❈dn} ✭✼✳✸✮
❊♥)✉✐1❡✱ ✐❧ ❡)1 ♥@❝❡))❛✐3❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐3 ♠♦❞@❧✐)❡3 ❧❛ ❝♦♠♠✉1❛1✐♦♥ ❡♥13❡ ❧❡) ♠♦❞❡)✱ ❛✐♥)✐
*✉❡ ❧❛ ❧✐❛✐)♦♥ ❡♥13❡ ❝❡) ❞✐✛@3❡♥1) ♠♦❞❡)✳ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉1❛1✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡ mi ❛✉ ♠♦❞❡ mj ❡)1
❡✛❡❝1✉@❡ )✐ ❡1 )❡✉❧❡♠❡♥1 )✐ ✉♥ ❝❡31❛✐♥ ♥♦♠❜3❡ ❞❡ ❝♦♥13❛✐♥1❡) ❞✐)❝3?1❡) )♦♥1 )❛1✐)❢❛✐1❡)✳ R❛3
✶✶✵
❈❤❛♣✐%&❡ ✼✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧❛%✐♦♥1 ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡1 ❞❛♥1 ❧❡
❝❛1 ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❤②❜&✐❞❡
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✈❛♥♥❡ V1 ❡*+ ❡♥ ,+❛+ ❢❡.♠, ❧♦.*0✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡* ♣.♦❞✉✐+* +♦①✐0✉❡* ❞❛♥* ❧❡ .,*❡.✲
✈♦✐. R2 ❛++❡✐♥+ ❧❛ ❜♦.♥❡ lmax✳ ❆ ❝❡+ ✐♥*+❛♥+✱ ❧❡ *②*+;♠❡ ✈❛ ♣❛**❡. ❞✉ ♠♦❞❡ .❡♠♣❧✐**❛❣❡ ❛✉
♠♦❞❡ ✈✐❞❛❣❡✳ ❈✬❡*+ ♣♦✉. ❝❡++❡ .❛✐*♦♥ 0✉❡ ❧✬,0✉❛+✐♦♥ ✭✼✳✸✮ ❞♦✐+ C+.❡ ❝♦♠♣❧,+,❡ ♣❛. ✉♥ ❡♥✲
*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥+.❛✐♥+❡* ❞✐*❝.;+❡* ❈❉ ♣❡.♠❡++❛♥+ ❞❡ ❞,❝.✐.❡ ❧❡* ❝♦♥❞✐+✐♦♥* ❞❡ ❝♦♠♠✉+❛+✐♦♥✱
❝❡ 0✉✐ ♥♦✉* ❞♦♥♥❡ ✿
❈h = {{❈d0 ,❈d1 , ...,❈dn},❈❉} ✭✼✳✹✮
❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ❧✬✉♥ ❞❡* ♣.♦❜❧;♠❡* ♠❛❥❡✉.* 0✉❡ ❧✬♦♥ .❡♥❝♦♥+.❡ ❧♦.* ❞❡ ❧❛ *✉.✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥
*②*+;♠❡ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❤②❜.✐❞❡ ❡*+ ❧✬✐❞❡♥+✐✜❝❛+✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡ ❝♦✉.❛♥+ I ✉♥ ✐♥*+❛♥+ ❞♦♥♥,✳
❊✛❡❝+✐✈❡♠❡♥+✱ *✐ ♦♥ ♥❡ ♣♦**;❞❡ ♣❛* ❝❡++❡ ✐♥❢♦.♠❛+✐♦♥✱ ❧❛ *✉.✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ *②*+;♠❡ ♥❡
♣♦✉..❛✐+ ♣❛* C+.❡ ❡✛❡❝+✉,❡ ❝❛. ♦♥ ♥❡ ♣❡✉① ♣❛* *❛✈♦✐. I ♣❛.+✐. ❞❡ 0✉❡❧ ♠♦❞;❧❡ ❞②♥❛♠✐0✉❡
✐❧ ❢❛✉+ ❣,♥,.❡. ❧❡* ❘❘❆❙ I ✉♥ ✐♥*+❛♥+ ❞♦♥♥,✳ ▲❛ ♠,+❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉* ❝♦✉.❛♥+❡ ❛❝+✉❡❧❧❡♠❡♥+
0✉❡ ❧✬♦♥ +.♦✉✈❡ ❞❛♥* ❧❛ ♣❧✉♣❛.+ ❞❡* +.❛✈❛✉① ♣♦✉. ♣♦✉✈♦✐. ✐❞❡♥+✐✜❡. ❧❡ ♠♦❞❡ ❝♦✉.❛♥+
❞✉ *②*+;♠❡ ❡*+ ❧❛ *✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❞②♥❛♠✐0✉❡✳ ❈❡ ♣.♦❜❧;♠❡ ❢❛✐+ ❛✉**✐ ❧✬♦❜❥❡+ ❞❡ ♥♦♠❜.❡✉*❡*
♠,+❤♦❞❡* 0✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉+ ❝✐+❡. ✭❇❛.+♦♥ ❡+ P❛♥+❡❧✐❞❡*✱ ✶✾✾✹❀ ❉❡*❤♣❛♥❞❡ ❡+ ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❀ ❲V❧❧❤❛❢
❡+ ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ❞❛♥* ❧❡ ❝❛❞.❡ ❞❡ ♥♦+.❡ ❛♣♣.♦❝❤❡✱ ♥♦✉* ❢❡.♦♥* ❧✬❤②♣♦+❤;*❡ 0✉✬I
❝❤❛0✉❡ ✐♥*+❛♥+✱ ♥♦✉* ♣♦**,❞♦♥* *✉✣*❛♠♠❡♥+ ❞✬✐♥❢♦.♠❛+✐♦♥* 0✉✐ ♣❡.♠❡++❡♥+ ❞❡ *❛✈♦✐.
❞❛♥* 0✉❡❧ ♠♦❞❡ ♦♥ *❡ *✐+✉❡✳ ◆♦+♦♥* ❙h ✉♥❡ *,0✉❡♥❝❡ ✐♥❞✐0✉❛♥+ ❧❡* ♠♦❞❡* ❝♦..❡*♣♦♥❞❛♥+*
I ❝❤❛0✉❡ ✐♥*+❛♥+ ❛✈❡❝ ✿
❙h = {s(k), s(k + 1), ..., s(k +m)} ✭✼✳✺✮
❆✈❡❝ ♣❛. ❡①❡♠♣❧❡ s(k) 0✉✐ ✐♥❞✐0✉❡ ❧❡ iime ♠♦❞;❧❡ ✭❈di✮ ❝♦..❡*♣♦♥❞❛♥+ I ❧✬✐♥*+❛♥+ k✳
P♦✉. ❛✐♥*✐ ❞✐.❡✱ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❙h ♣❡✉+ C+.❡ .,,❝.✐+ *♦✉* ❧❛ ❢♦.♠❡ ✿
❙h = {1(k), 2(k + 1), 1(k + 2), ....., 3(k + n), ...., n(k +m)} ✭✼✳✻✮
❆✈❡❝ ❝❡++❡ *,0✉❡♥❝❡✱ ❧✬✐♥❢♦.♠❛+✐♦♥ 0✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉+ .❡+✐.❡. ❡*+ 0✉✬I ❧✬✐♥*+❛♥+ k✱ ❧❡ *②*+;♠❡
❡*+ *✉. ❧❡ ❞❡✉①✐;♠❡ ♠♦❞❡ ✭❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡* ♠♦❞❡* ❞,♠❛..❡ I ✵✮ ❡+ I ❧✬✐♥*+❛♥+ k+1✱ ❧❡ *②*+;♠❡
❡*+ *✉. ❧❡ +.♦✐*✐;♠❡ ♠♦❞❡ ❡+ ❛✐♥*✐ ❞❡ *✉✐+❡✳ ❈❡++❡ ❤②♣♦+❤;*❡ ♣❡.♠❡+ ❞✬,✈✐+❡. ❞❡ ♣.❡♥❞.❡
❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ❝♦♥+.❛✐♥+❡* ❞✐*❝.;+❡* ❝❛. ❧❡* ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+* ❡♥+.❡ ❧❡* ❞✐✛,.❡♥+*
♠♦❞❡* *♦♥+ ❞,❥I .❡♣.,*❡♥+,* ♣❛. ❧❛ *,0✉❡♥❝❡ ❙h✳
❉❡ ❧✬,0✉❛+✐♦♥ ✭✼✳✻✮ ❡+ ❞❡ ❧✬,0✉❛+✐♦♥✭✼✳✹✮✱ ✉♥ *②*+;♠❡ ❤②❜.✐❞❡ ❡*+ ✜♥❛❧❡♠❡♥+ ♠♦❞,❧✐*,
♣❛. ✿
❈h = {{❈d0 ,❈d1 , ...,❈dn},❙h} ✭✼✳✼✮
❆✈❡❝
❈di = {c0(k), c1(k), c2(k), ..., cn(k), c0(k + 1), c1(k + 1), c2(k + 1), ..., cn(k +m)} ✭✼✳✽✮
❊+
ci(k + j) = {ri(k + j),❱i(k + j),❉i(k + j)} ✭✼✳✾✮
✶✶✶
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h ❡() ✈❛❧✐❞❡ (❡✉❧❡♠❡♥) ♣♦✉0 ✉♥ (②():♠❡ ❞②♥❛♠✐1✉❡ ❞♦♥♥*✳ ❖0 ✉♥ (②():♠❡ ❞②♥❛♠✐1✉❡
❤②❜0✐❞❡ ❡() ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐(♦♥ ❞❡ ♣❧✉(✐❡✉0( (②():♠❡( ❞②♥❛♠✐1✉❡( ✭♠♦❞❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉(✱ ❝❡(
♠♦❞❡( ♣❡✉✈❡♥) O)0❡ )♦)❛❧❡♠❡♥) ❞✐✛*0❡♥)( ❧❡( ✉♥( ❡) ❧❡( ❛✉)0❡( ❝❡ 1✉✐ (✐❣♥✐✜❡♥) 1✉❡ ❧❡
♥♦♠❜0❡ ❞❡ ✈❛0✐❛❜❧❡( ❞✬*)❛) E ❡①♣❧✐1✉❡0 (✉0 ❝❤❛1✉❡ ♠♦❞❡ ♣❡✉) O)0❡ ❞✐✛*0❡♥)✳ ❈❡ 1✉✐ ✈❡✉)
❞✐0❡ *❣❛❧❡♠❡♥) 1✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡( ♠♦❞❡( ❝♦♥)❡♥❛♥) ♣❧✉( ❞❡ ✈❛0✐❛❜❧❡( ❞✬*)❛)✱ ♦✉ ❞❡( ✈❛0✐❛❜❧❡(
❞✐✛*0❡♥)❡( (❛♥( ♦✉❜❧✐❡0 1✉❡ ❧❛ (*1✉❡♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛✉ ❝♦✉0( ❞✉ )❡♠♣(✳
❯♥ ❛✉)0❡ ♣♦✐♥) E ♥♦)❡0 ❡() 1✉❡ ❧♦0(1✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛( ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ❞❡ ♠♦❞❡ (✉0 ✉♥❡
(*1✉❡♥❝❡ ❛((❡③ ❧♦♥❣✉❡✱ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦0✐③♦♥ h (❡0❛ ❝♦♥()❛♥)❡ ❝❛0 ❡❧❧❡ ❡() )♦✉❥♦✉0( ✈❛❧❛❜❧❡
♣♦✉0 ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❡))❡ (*1✉❡♥❝❡✲❧E✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉) ❢❛❝✐❧❡♠❡♥) O)0❡ ✐❧❧✉()0* ♣❛0 ❧❛ ♣❤❛(❡ ❞❡
0❡♠♣❧✐((❛❣❡ ❞❡ ♣0♦❞✉✐) )♦①✐1✉❡ ❞❛♥( ❧❡( 0*(❡0✈♦✐0( ❡♥ (✉♣♣♦(❛♥) 1✉❡ ❝❡❧❛ ❞✉0❡ ♣❧✉( 1✉❡
❞❡✉① ♣❛( ❞❡ )❡♠♣(✳ ❉❛♥( ❝❡ ❝❛(✱ ❝❡))❡ ♣❤❛(❡ ❝♦00❡(♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛( ❞②♥❛♠✐1✉❡ 1✉❡ ❧✬♦♥
❛✈❛✐) )0❛✐)* ❞❛♥( ❧❡ ❝❤❛♣✐)0❡ ♣0*❝*❞❡♥) ✭❈❤❛♣✐)0❡ ✻✮✳ ❈✬❡() ♣♦✉0 ❝❡( 0❛✐(♦♥( 1✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛
(❡ ❢♦❝❛❧✐(❡0 (❡✉❧❡♠❡♥) (✉0 ❧❡( ♠♦♠❡♥)( ❞❡ ❝♦♠♠✉)❛)✐♦♥ ❡♥)0❡ ❧❡( ❞✐✛*0❡♥)( ♠♦❞❡( ❡)
♥♦✉( ✜①♦♥( )♦✉❥♦✉0( ❧❛ )❛✐❧❧❡ h ♣♦✉0 ❝❤❛1✉❡ ♠♦❞❡ *❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ ✈❛0✐❛❜❧❡( ❞✬*)❛) ❞❡
❧✬✐♥()❛♥) ✐♥✐)✐❛❧✳
✶✶✸
❙✉♣♣♦&♦♥& ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ -✉✬✐❧ ② ❛✐+ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉+❛+✐♦♥ ❡♥+2❡ ✉♥ ♠♦❞❡ mi ♦4 ❆di ❡&+
❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ✈❛2✐❛❜❧❡& ❞✬7+❛+ ✐♥✐+✐❛❧ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞❡ ❡+ ♥ i ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ✈❛2✐❛❜❧❡& ❞✬7+❛+✱
✈❡2& ✉♥ ♠♦❞❡ mj ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉+2❡ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛2✐❛❜❧❡& ❞✬7+❛+ ❆dj ❡+ nj ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ❝❡&
✈❛2✐❛❜❧❡&✳ ❚♦✉& ❧❡& ❝❛& ♣♦&&✐❜❧❡& &♦♥+ ✿
✶✳ ❈♦♠♠✉+❛+✐♦♥ ❞❡ mi = mj ❡+ ❆dj ✲ ❆di ❂ ❆
′
j +❡❧ -✉❡ ❆
′
j ❂ {∅}
✷✳ ❈♦♠♠✉+❛+✐♦♥ ❞❡ mi = mj ❡+ ❆dj ✲ ❆di ❂ ❆
′
j +❡❧ -✉❡ ❆
′
j 6= {∅}
A♦✉2 ❧❡ ♣2❡♠✐❡2 ❝❛& ❞❡ ✜❣✉2❡✱ ♦♥ ♣❡✉+ ❝♦♥&+❛+❡2 -✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛& ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡& ✈❛2✐❛❜❧❡&
❞✬7+❛+ ❞❛♥& ♠♦❞❡ mj ❆dj ✲ ❆di ❂ ❆
′
j +❡❧ -✉❡ ❆
′
j ❂ {∅}✳ ❉♦♥❝ ❧❛ +❛✐❧❧❡ h ✜①7❡ ♣♦✉2 ❧❡
♠♦❞❡ mi ❡&+ +♦✉❥♦✉2& ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥& ❧❡ ♠♦❞❡ mj✳ ◗✉❛♥+ ❛✉ ❞❡✉①✐H♠❡ ❝❛&✱ ✐❧ &✬❛❣✐+ ❞✬✉♥❡
❝♦♠♠✉+❛+✐♦♥ ❞❡ mi = mj ❡+ ❆dj ✲ ❆di ❂ ❆
′
j +❡❧ -✉❡ ❆
′
j 6= {∅}✱ ❝✬❡&+✲=✲❞✐2❡ -✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡&
♥♦✉✈❡❧❧❡& ✈❛2✐❛❜❧❡& ❞✬7+❛+ ✐♥+2♦❞✉✐+❡& ❞❛♥& ❧❡ ♠♦❞❡ mj✳ ❉❛♥& ❝❡ ❝❛&✱ ❧✬❤♦2✐③♦♥ h ✜①7❡
♥♦✉& 2❛&&✉2❡ &✐♠♣❧❡♠❡♥+ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐2 ❡①♣❧✐-✉❡2 +♦✉+❡& ❧❡& ✈❛2✐❛❜❧❡& ❞✬7+❛+ ❞✉ ♠♦❞❡ mi
♠❛✐& ♣❛& ❧❛ +♦+❛❧✐+7 ❞❡& ✈❛2✐❛❜❧❡& ❞✬7+❛+ ❞❡& ❞❡✉① ♠♦❞❡ mi ❡+ mj✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐+✱ ❛✜♥ ❞❡
♣♦✉✈♦✐2 ❞7❞✉✐2❡ +♦✉+❡& ❧❡& ✈❛2✐❛❜❧❡& ❞✬7+❛+&✱ ❧❛ +❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦2✐③♦♥ h ❞♦✐+ L+2❡ ❞②♥❛♠✐-✉❡
❡+ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡2 ✉♥ ❤♦2✐③♦♥ &✉✣&❛♠♠❡♥+ ❣2❛♥❞ ♣♦✉2 ♣♦✉✈♦✐2 ❧❡& ❡①♣❧✐-✉❡2✳ A❛2
❝♦♥&7-✉❡♥+✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ✜①7 ❧❛ +❛✐❧❧❡ h ❡&+ 7❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ✈❛2✐❛❜❧❡& ❞✬7+❛+ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥
❆di ∪ ❆dj ❞H& -✉❡ ❧❡ &②&+H♠❡ ❜❛&❝✉❧❡ &✉2 ❧❡ ♠♦❞❡ mj✳ ❖♥ ♥❡ ❝❤❡2❝❤❡ ♣❛& = ❣❛2❛♥+✐2
-✉✬✐❧ ❡&+ ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧✐-✉❡2 +♦✉+❡& ❧❡& ✈❛2✐❛❜❧❡& ✐♥❝♦♥♥✉❡& ❞❡& ❞✐✛72❡♥+& ♠♦❞❡& ♣♦✉2
&✉2✈❡✐❧❧❡2 +♦✉+ ❧❡ &②&+H♠❡ ❧♦2&-✉✬✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝♦♠♠✉+❛+✐♦♥& &✉❝❝❡&&✐✈❡&✱ ♠❛✐& ❝❡++❡
♠7+❤♦❞❡ ♥♦✉& ♣❡2♠❡+ ❞✬❛✈♦✐2 ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ❘❘❆❙ ♣♦✉2 ♣♦✉✈♦✐2 +❡&+❡2 ✉♥❡ ♣❛2+✐❡ ❞✉
♠♦❞H❧❡ ❞✉ &②&+H♠❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♥❡ 2✐❡♥ +❡&+❡2 ♣❡♥❞❛♥+ ❧✬❛++❡♥+❡ ❞✉ = ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ h✳
◆♦✉& ❛✈♦♥& ✉+✐❧✐&7 ❞❛♥& ❝❡ ❝❛& ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉+❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ✈❡2& ✉♥ ❛✉+2❡
❛✜♥ ❞✬✐❧❧✉&+2❡2 ♥♦+2❡ 2❛✐&♦♥♥❡♠❡♥+ ♣♦✉2 ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ +❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦2✐③♦♥ ❞②♥❛♠✐-✉❡ -✉❡
❧✬♦♥ ♥♦+❡ hd✳ ❊+ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❣7♥72❛❧✱ ❝❡+ ❤♦2✐③♦♥ hd ❞❡✈2❛ L+2❡ ❛❥✉&+7✱ ❛✉ ❢✉2 ❡+ = ♠❡&✉2❡✱
❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡& ♠♦❞❡& -✉✐ &❡2♦♥+ ♣2✐& ❡♥ ❝♦♠♣+❡ &❡❧♦♥ ❧❛ &7-✉❡♥❝❡ ❙h ❞♦♥♥7❡✳
▲✬❛❧❣♦2✐+❤♠❡ ❞❡ ❣7♥72❛+✐♦♥ ❞❡& ❘❘❆❙ ♣♦✉2 ❧❡ ❝❛& ❞②♥❛♠✐-✉❡ ❤②❜2✐❞❡ ❡&+ ❝♦♠♣♦&7 ❞❡
✸ ♣❛2+✐❡& ✿
✶✳ ❯♥ ❛❧❣♦2✐+❤♠❡ ♣2✐♥❝✐♣❛❧ ✭✾✮ -✉✐ ♣❡2♠❡+ ❞✬✐♥✐+✐❛❧✐&❡2 +♦✉& ❧❡& ❡♥&❡♠❜❧❡& ♥7❝❡&&❛✐2❡&
&❡2✈❛♥+ ❛✉ ❞7♠❛22❛❣❡ ❞❡& ♣❛2❝♦✉2& ❞❡ 2❡❝❤❡2❝❤❡ ❞❡& ❘❘❆❙✳
✷✳ ❯♥❡ ♣2♦❝7❞✉2❡ ✭✶✵✮ -✉✐ ♣2❡♥❞ ❡♥ ❝❤❛2❣❡ ❧❛ ❣7♥72❛+✐♦♥ ❞❡& ❘❘❆❙ ♦4 ❆dk ❞7&✐❣♥❡
❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ✈❛2✐❛❜❧❡& ❞✬7+❛+ ❞❡ ❧✬✐♥&+❛♥+ ✐♥✐+✐❛❧ ❞✉ ♠♦❞❡ ❛❝+✐❢ = ❧✬✐♥&+❛♥+ k ❡+
❈❛2❞✭❆dk✮ ❡&+ ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ✈❛2✐❛❜❧❡& ❞❡ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❆dk ✳
✸✳ ❯♥❡ ♣2♦❝7❞✉2❡ ✭✶✶✮ -✉✐ ♣❡2♠❡+ ❞❡ ❞✐✈✐&❡2 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ✈❛2✐❛❜❧❡& ✐♥❝♦♥♥✉❡& ❞②♥❛✲
♠✐-✉❡& ❳
′
d ❡♥ ❞❡✉① ♣❛2+✐❡& ✿ ④❳
′′
d ∪ ❳′′c ⑥
❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣2❡♥❞2❡ ♥♦+2❡ ❛♣♣2♦❝❤❡✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉&+2❛+✐❢ &❡2❛ ♣27&❡♥+7 ❞❛♥&
❧❛ ♣❛2+✐❡ &✉✐✈❛♥+❡✳
✶✶✹
❈❤❛♣✐%&❡ ✼✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧❛%✐♦♥1 ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡1 ❞❛♥1 ❧❡
❝❛1 ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❤②❜&✐❞❡
❛❧❣♦$✐&❤♠ ✾ ❆❧❣♦&✐(❤♠❡ ❞❡ ❣-♥-&❛(✐♦♥ ❞❡0 ❘❘❆❙ ♣♦✉& ❧❡ ❝❛0 ❞②♥❛♠✐7✉❡ ❤②❜&✐❞❡
❢♦$ ❡❛❝❤ ❝♦♥0(&❛✐♥( cj ✇❤✐❝❤ ❝♦♥(❛✐♥0 ❛( ❧❡❛0( ♦♥❡ ❦♥♦✇♥ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❞♦
■♥✐(✐❛❧✐③❡ ❈
′
h ❂ ④cj⑥
■♥✐(✐❛❧✐③❡ ❨
′
h ❂ varme(cj)
■♥✐(✐❛❧✐③❡ ❳
′
c ❂ varinc (cj)
■♥✐(✐❛❧✐③❡ ❳
′
d ❂ varind (cj)
■♥✐(✐❛❧✐③❡ ListeRRAS ❂ {}
ListeRRAS ❂ ❚&♦✉✈❡&✲❘❘❆❙✭❨
′
h✱❳
′
c✱❳
′
d✱❈h✱❈
′
h✱k✱hd✮ ∪ ListeRRAS
❡♥❞ ❢♦$
.$♦❝❡❞✉$❡ ✶✵ ❚&♦✉✈❡&✲❘❘❆❙✭❨
′
h✱❳
′
c✱❳
′
d✱❈h✱❈
′
h✱k✱hd✮
✐❢ ❳
′
c ❡( ❳
′
d ❛&❡ {} &❤❡♥
$❡&✉$♥ ❘❘❆❙ ❂ ❈
′
h
❡❧3❡
■♥✐(✐❛❧✐③❡ ListeRRAS ❂ {}
❢♦$ ❡❛❝❤ ✈❛&✐❛❜❧❡ xi ∈ ❳′c ❞♦
❢♦$ ❡❛❝❤ ❝♦♥0(&❛✐♥( cj ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ xi ❞♦
✐❢ ∃ xq ∈ cj ❜❡❧♦♥❣0 (♦ (❤❡ ✐♥0(❛♥( ❣&❡❛(❡& (❤❛♥ k ✰ hd &❤❡♥
$❡&✉$♥ ❘❘❆❙ ❂ {}
❡❧3❡
✐❢ cj /∈ ❈′h ❛♥❞ cj ✐0 ❛( (❤❡ 0❛♠❡ ✐♥0(❛♥( (❤❛( xi &❤❡♥
❈
′
h ❂ ❈
′
h ∪ {cj}
❨
′
h ❂ ❨
′
h ∪ {xi} ∪ varme(cj)
❳
′
c ❂ ❳
′
c ∪ varinc (cj) ✲ {xi}
❳
′
d ❂ ❳
′
d ∪ varind (cj)
✐❢ ❳
′
c ✐0 {} ❛♥❞ ❳′d ✐0 ♥♦( {} &❤❡♥
❙❡❧❡❝( (❤❡ &✐❣❤( ♠♦❞❡ ❈d ∈ ❈h &❡❧❛(✐✈❡ (♦ k✰✶
k ❂ k✰✶
hd ❂ hd ✰ ❈❛&❞✭❆dk+1 ✲ ❆dk✮
hd ❂ hd✲✶
❊①(&❛❝(✐♦♥✭❳
′
d✱ ❳
′
c✱ k✮
❡♥❞ ✐❢
❘❘❆❙ ❂ ❚&♦✉✈❡&✲❘❘❆❙✭❨
′
h✱❳
′
c✱❳
′
d✱❈h✱❈
′
h✱k✱hd✮ ④❊❛❝❤ ♦❜(❛✐♥❡❞ ❘❘❆❙ ✐0
❛❞❞❡❞ ✐♥(♦ (❤❡ 0❡( ♦❢ 0♦❧✉(✐♦♥0 ListeRRAS⑥
ListeRRAS ❂ ListeRRAS ∪ ❘❘❆❙
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦$
❡♥❞ ❢♦$
❡♥❞ ✐❢
$❡&✉$♥ ListeRRAS
✶✶✺
 !♦❝❡❞✉!❡ ✶✶ ❊①$%❛❝$✐♦♥✭❳
′
d✱ ❳
′
c✱ k✮
❢♦! ❡❛❝❤ ✈❛%✐❛❜❧❡ xi ∈ ❳′d ❞♦
✐❢ ✐♥3$❛♥$ ♦❢ xi ❂ k *❤❡♥
❳
′
d ❂ ❳
′
d ✲ ④xi⑥
❳
′
c ❂ ❳
′
c ∪ xi
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦!
✷✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉+,-❛,✐❢
❘❡♣%❡♥♦♥3 ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❜❛❝3 ❝♦♥$❡♥❛♥$ ❞❡3 ♣%♦❞✉✐$3 $♦①✐?✉❡3 ♣❡♥❞❛♥$ ❧❡3 ❞❡✉①
♣❤❛3❡3 %❡♠♣❧✐33❛❣❡ ❡$ ✈✐❞❛❣❡✳ B♦✉% ♠✐❡✉① 3$%✉❝$✉%❡% ❝❡ ❝❛3 ❛❝❛❞C♠✐?✉❡✱ 3✉♣♣♦3♦♥3 ?✉✬♦♥
❛✐$ ❧❡3 ❞♦♥♥C❡3 3✉✐✈❛♥$❡3 ✿
✕ ❉❡✉① 3②3$H♠❡3 ❞②♥❛♠✐?✉❡3 ❈d0 ❡$ ❈d1 ?✉✐ %❡♣%C3❡♥$❡♥$ %❡3♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ❧❡3 ❞❡✉①
♠♦❞❡3 ✿ %❡♠♣❧✐33❛❣❡ ❡$ ✈✐❞❛❣❡ ❞❡3 ♣%♦❞✉✐$3 $♦①✐?✉❡3 ❞❛♥3 ❧❡3 %C3❡%✈♦✐%3 R1 ❡$ R2
✕ ❯♥❡ 3C?✉❡♥❝❡ ❙h ❞❡ ♠♦❞❡3 ♣♦✉% ❧❡3 ✐♥3$❛♥$3 ❛❧❧❛♥$ ❞❡ k J k + 6✳ ❊❧❧❡ ❡3$ ❝❤♦✐3✐❡
❧♦%3?✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉$❛$✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥$%❡% ✐♥$C❣%❛❧❡♠❡♥$ ❧❡ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡♠❡♥$ ❞❡
♥♦$%❡ ❛❧❣♦%✐$❤♠❡✳
❙h ❂ ④✵✭❦✮✱ ✶✭❦✰✶✮✱✶✭❦✰✷✮✱✶✭❦✰✸✮✱✶✭❦✰✹✮✱✶✭❦✰✺✮✱✶✭❦✰✻✮⑥ ❝❡ ?✉✐ 3✐❣♥✐✜❡ ?✉✬J
❧✬✐♥3$❛♥$ ✐♥✐$✐❛❧✱ ♥♦$%❡ 3②3$H♠❡ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❤②❜%✐❞❡ ❞C♠❛%%❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣%❡♠✐❡% ♠♦❞❡
m0 ?✉✐ ❝♦%%❡3♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞H❧❡ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❈d0 ✱ ♣✉✐3 J ❧✬✐♥3$❛♥$ 3✉✐✈❛♥$✱ ✐❧ ❜❛3❝✉❧❡
3✉% ❧❡ ❞❡✉①✐H♠❡ ♠♦❞❡ m1 ?✉✐ ❝♦%%❡3♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞H❧❡ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❈d1 ❡$ ❛✐♥3✐ ❞❡ 3✉✐$❡✳
◆♦$%❡ ❜✉$ ❡3$ $♦✉❥♦✉%3 ❞❡ ❣C♥C%❡% ❧❡3 ❘❘❆❙ 3❡%✈❛♥$ ❛✉① $❡3$3 ❞❡ ❝♦❤C%❡♥❝❡ ❡♥$%❡ ❧❡3
✐♥❢♦%♠❛$✐♦♥3 ♣❛% ❧❛ 3✉✐$❡✳
▲✬❡♥3❡♠❜❧❡ ❞❡3 ❝♦♥$%❛✐♥$❡3 ?✉✐ ❝♦♥$✐❡♥♥❡♥$ ❛✉ ♠♦✐♥3 ✉♥❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ ♠❡3✉%C❡ ❡3$ ✿
④c0(k), c2(k), c3(k)⑥✳ ▲✬❤♦%✐③♦♥ hd ❡3$ ❞♦♥❝ ✐♥✐$✐❛❧✐3C J hd ❂ ♥ ❂ ✷ ❝❛% ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ✈❛%✐❛❜❧❡3
❞✬C$❛$ ❞❛♥3 ❝❡ ♠♦❞❡ ✿④x1, x2⑥✳ ▲✬❛❧❣♦%✐$❤♠❡ ✈❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡% ❛✈❡❝ ❧❛ ♣%❡♠✐H%❡ ❝♦♥$%❛✐♥$❡
c0(k)✱ ❝❡ ?✉✐ ♣❡%♠❡$ ❞✬✐♥✐$✐❛❧✐3❡% $♦✉3 ❧❡3 ❡♥3❡♠❜❧❡3 ❝♦♠♠❡ 3✉✐$ ✿
✶✳ ❈
′
h ❂ {c0(k)}
✷✳ ❨
′
h ❂ varme(c0) = {y1(k)}
✸✳ ❳
′
c ❂ ❳
′
c ∪ varinc (c0) = {x1(k), x2(k)}
✹✳ ❳
′
d ❂ ❳
′
d ∪ varind (c0) = {x1(k + 1)}
❊♥ 3C❧❡❝$✐♦♥♥❛♥$ ❧❡ ♣%❡♠✐❡% ♠♦❞❡ m0 ♣♦✉% ❞C♠❛%%❡% ❧❡ ♣%❡♠✐❡% ♣❛%❝♦✉%3 ❞❡ %❡❝❤❡%❝❤❡✱
❧❡3 ?✉❛$%❡ ❝♦♥$%❛✐♥$❡3 ?✉✐ 3♦♥$ ♣%✐3❡3 ❡♥ ❝♦♠♣$❡ 3♦♥$ ✿
r0(k) : x1(k + 2)− (0.99 ∗ x1(k) + 0.01 ∗ x2(k) + 0.1 ∗ y1(k)) = 0
r1(k) : x2(k + 1)− (0.89 ∗ x2(k) + 0.01 ∗ x1(k)) = 0
r2(k) : x1(k) + x2(k)− y2(k) = 0
r3(k) : x2(k)− y3(k) = 0
✶✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✼✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧❛%✐♦♥1 ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡1 ❞❛♥1 ❧❡
❝❛1 ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❤②❜&✐❞❡
❆ ❝❡ %&❛❞❡✱ ❧✬❛❧❣♦.✐&❤♠❡ ❝❤❡.❝❤❡ 2 ❡①♣❧✐5✉❡. %❡✉❧❡♠❡♥& ❧❡% ✈❛.✐❛❜❧❡% ✐♥❝♦♥♥✉❡% ❞❡ ❧✬✐♥%✲
&❛♥& ❝♦✉.❛♥& k✳ ❈❡&&❡ ♣❛.&✐❡ .❡%&❡ ❧❛ ♠=♠❡ 5✉❡ ♣♦✉. ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉%&.❛&✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣❛.&✐❡ ✭✷✳✹
❞✉ ❝❤❛♣✐&.❡ ✭✻✮✮ 5✉❡ ❧✬♦♥ ❛ &.❛✐&C ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞②♥❛♠✐5✉❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐% 5✉❡ &♦✉&❡% ❧❡% ✈❛.✐❛❜❧❡%
✐♥❝♦♥♥✉❡% ❳
′
c ❞❡ ❧✬✐♥%&❛♥& k %♦♥& ❡①♣❧✐5✉C❡%✱ ❧❡% ❞✐✛C.❡♥&% ❡♥%❡♠❜❧❡% %♦♥& ✿
✶✳ ❈
′
h ❂ {c0(k), c1(k), c2(k)}
✷✳ ❨
′
h ❂ {y1(k), y2(k), x1(k), x2(k)}
✸✳ ❳
′
c ❂ {}
✹✳ ❳
′
d ❂ {x1(k + 1), x2(k + 1)}
❆✈❛♥& ❞❡ ♣❛%%❡. 2 ❧✬✐♥%&❛♥& %✉✐✈❛♥& k+1✱ ❧✬❛❧❣♦.✐&❤♠❡ ✈❛ ❝♦♥%✉❧&❡. ❞✬❛❜♦.❞ ❧❛ %C5✉❡♥❝❡ ❙h
❛✜♥ ❞❡ %❛✈♦✐. %✉. 5✉❡❧ ♠♦❞❡ ❧❡ %②%&K♠❡ ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❤②❜.✐❞❡ ✈❛ =&.❡✳ ❉✬❛♣.K% ❙h ✱ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡
❞❡ ❝♦♥&.❛✐♥&❡% 5✉❡ ❧✬❛❧❣♦.✐&❤♠❡ ✈❛ ♣.❡♥❞.❡ ❡♥ ❝♦♥%✐❞C.❛&✐♦♥ ❛♣♣❛.&✐❡♥& ❛✉ ♠♦❞❡ m1 ✿
r0(k + 1) : x1(k + 2)− (0.99 ∗ x1(k + 1) + 0.01 ∗ x2(k + 1)) = 0
r1(k + 1) : x2(k + 2)− (0.89 ∗ x2(k + 1) + 0.01 ∗ x1(k + 1)) = 0
r2(k + 1) : x1(k + 1) + x2(k + 1)− y2(k + 1) = 0
r3(k + 1) : x2(k + 1)− y3(k + 1) = 0
❈❡&&❡ ❝♦♠♠✉&❛&✐♦♥ %✉. ❧❡ ❞❡✉①✐K♠❡ ♠♦❞❡ ♥C❝❡%%✐&❡ ❞❡ .❡❝❛❧❝✉❧❡. ❛✉&♦♠❛&✐5✉❡♠❡♥& ❧❛
&❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦.✐③♦♥ hd✳ ▼❛✐% ❞❛♥% ❝❡ ❝❛%✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛% ♣❛.❝❡ 5✉❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛.✐❛❜❧❡
❞✬C&❛& ❞❛♥% ❝❡ %②%&K♠❡ ❈d1 ❡%& ❧❡ ♠=♠❡ 5✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈d0 ✳ ❆ ♥♦&❡. 5✉✬❛❝&✉❡❧❧❡♠❡♥&✱ ♥♦✉%
%♦♠♠❡ 2 ❧✬✐♥%&❛♥& k + 1 ❡& ❧✬✐♥%&❛♥& ♠❛①✐♠❛❧ 5✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉& ❛&&❡✐♥❞.❡ ❡%& ❛✉%%✐ k + 1 ❝❛.
hd ❂ ✶✳
❆ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❧✬❛❧❣♦.✐&❤♠❡ ✈❛ ♣.❡♥❞.❡ c2(k+1) ♣♦✉. ❝♦♥&✐♥✉❡. ❧❡ ♣❛.❝♦✉.% ♣♦✉. ❡①♣❧✐5✉❡.
x1(k + 1)✱ ❡& ❧❡% ❡♥%❡♠❜❧❡% ❞❡✈✐❡♥♥❡♥& ✿
✶✳ ❈
′
h ❂ {c0(k), c1(k), c2(k), c2(k + 1)}
✷✳ ❨
′
h ❂ {y1(k), y2(k), x1(k), x2(k), x1(k + 1), y2(k + 1)}
✸✳ ❳
′
c ❂ {x2(k + 1)}
✹✳ ❳
′
d ❂ {}
❈♦♠♠❡ ✐❧ .❡%&❡ ❧❛ ✈❛.✐❛❜❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ x2(k + 1)✱ ❞♦♥❝ ❧✬❛❧❣♦.✐&❤♠❡ ✈❛ ❝♦♥&✐♥✉❡. 2 ❝❤♦✐%✐.
✉♥❡ ❝♦♥&.❛✐♥&❡ c3(k + 1) ♣♦✉. ❡①♣❧✐5✉❡. x2(k + 1)✳ ❆✈❡❝ ❝❡&&❡ ❝♦♥&.❛✐♥&❡✱ ❧❡% ❞✐✛C.❡♥&%
❡♥%❡♠❜❧❡% ❞❡✈✐❡♥♥❡♥& ❛❧♦.% ✿
✶✳ ❈
′
h ❂ {c0(k), c1(k), c2(k), c2(k + 1), c3(k + 1)}
✷✳ ❨
′
h ❂ {y1(k), y2(k), x1(k), x2(k), x1(k + 1), y2(k + 1), y3(k + 1)}
✸✳ ❳
′
c ❂ {}
✹✳ ❳
′
d ❂ {}
■❝✐✱ ♦♥ ♣❡✉& ❝♦♥%&❛&❡. 5✉❡ ❧❡% ❞❡✉① ❡♥%❡♠❜❧❡% ❳
′
c ❡& ❳
′
d %♦♥& ✈✐❞❡%✳ ❆❧♦.% ❧❛ ♣.❡♠✐K.❡
❘❘❆❙ ❣C♥C.C❡ 2 ❧✬✐%%✉❡ ❞❡ ❝❡& ❛❧❣♦.✐&❤♠❡ ❡%& ✿ ❘❘❆❙1 ✿ {c0(k), c1(k), c2(k), c2(k+1), c3(k+
1)}✳ ❊& ❧❛ ❧✐%&❡ ❞❡ &♦✉&❡% ❧❡% ❘❘❆❙ ❣C♥C.C❡% ❛✉ ✜♥❛❧ ❡%& ✿
✶✶✼
✶✳ ❘❘❆❙1❂④c0(k), c1(k), c2(k), c2(k + 1), c3(k + 1)⑥
✷✳ ❘❘❆❙2❂④c0(k), c1(k), c3(k), c2(k + 1), c3(k + 1)⑥
✸✳ ❘❘❆❙3❂④c0(k), c2(k), c3(k), c2(k + 1), c3(k + 1)⑥
✹✳ ❘❘❆❙4❂④c1(k), c2(k), c3(k), c3(k + 1)⑥
❆ ,❛✈♦✐1 2✉❡ 5♦✉5❡, ❧❡, ❝♦♥51❛✐♥5❡, ❞❡ ❧✬✐♥,5❛♥5 k ❛♣♣❛15✐❡♥♥❡♥5 ❛✉ ♠♦❞❡ m0 ❡5 5♦✉5❡,
❧❡, ❝♦♥51❛✐♥5❡, ❞❡ ❧✬✐♥,5❛♥5 k + 1 ❛♣♣❛15✐❡♥♥❡♥5 ❛✉ ♠♦❞❡ m1✳
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
❈❡55❡ ,❡❝5✐♦♥ ,✬❡,5 ❢♦❝❛❧✐,?❡ ,✉1 ❧❛ ♣1?,❡♥5❛5✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥ ❞❡ ♥♦51❡ ❛♣♣1♦❝❤❡
A ❧❛ ❞?5❡❝5✐♦♥ ❞❡, ❞?❢❛✉5, ❛✉① ,②,5D♠❡, ❞②♥❛♠✐2✉❡ ❤②❜1✐❞❡,✳ ◆♦✉, ❛✈♦♥, ❡①♣❧✐2✉? ❡♥
❞?5❛✐❧, ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥♦51❡ 5❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦1✐③♦♥✱ ❛✐♥,✐ 2✉❡ ❧✬❛❧❣♦1✐5❤♠❡ ♣♦✉1 ❣?♥?1❡1 ❧❡, ❘❘❆❙✳
❯♥❡ ❢♦✐, 2✉✬♦♥ ♦❜5✐❡♥5 ❧❛ ❧✐,5❡ ❞❡, ❘❘❆❙ ❣?♥?1?❡,✱ ❧❡, 5❡,5, ❞❡ ❝♦❤?1❡♥❝❡ ,❡1♦♥5 ❡♥,✉✐5❡
1?❛❧✐,?, ♣♦✉1 ❞?5❡❝5❡1 ,✐ ❧❡ ,②,5D♠❡ ❡,5 ❡♥ ❢♦♥❝5✐♦♥♥❡♠❡♥5 ❛♥♦1♠❛❧ ♦✉ ♥♦♥✳ ❈❡, 5❡,5,
1❡,5❡♥5 ✐❞❡♥5✐2✉❡, ❛✉① 5❡,5, ❡①♣❧✐2✉?, ❞❛♥, ❧❡ ❝❤❛♣✐51❡ ✭✺✮ ♦N ❧❡, ✐♥❢♦1♠❛5✐♦♥, 1❡2✉✐,❡,
,♦♥5 ✿ ❧❡, ,✉♣♣♦15, ❞❡, ✈❛1✐❛❜❧❡, ❝♦♥♥✉❡, ❡5 ✐♥❝♦♥♥✉❡,✱ ❛✐♥,✐ 2✉❡ ❧❛ ❧✐,5❡ ❞❡ ❘❘❆❙ ❡5 ❧❛
,?2✉❡♥❝❡ ❙h✳
❉❡♣✉✐, ❧❡ ❝❤❛♣✐51❡ ✭✹✮✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ♣1✐, ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❛❝❛❞?♠✐2✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣1?,❡♥5❡1 ❞❡
♠❛♥✐D1❡ ❞?5❛✐❧❧?❡ ♥♦51❡ ♠?5❤♦❞❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥51❡1 ❧❛ ❝❛♣❛❝✐5? ❞❡ ❞?5❡❝5❡1 ❞❡, ❞?❢❛✉5, ,✉1
❧❡, ,②,5D♠❡, 1?❡❧,✱ ❧❛ ,❡❝5✐♦♥ ,✉✐✈❛♥5❡ ♣1?,❡♥5❡1❛ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥ ❞❡ ♥♦51❡ ♠?5❤♦❞❡ ,✉1 ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝1❡5 ❞❡ ❜✐♦♣1♦❝?❞?✳
✸ ❆♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠-'❤♦❞❡ / ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❜✐♦♣4♦✲
❝-❞-
✸✳✶ ■♥./♦❞✉❝.✐♦♥
❉❡ ♠❛♥✐D1❡ ❣?♥?1❛❧❡✱ ❧❛ ♠♦❞?❧✐,❛5✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐♦♣1♦❝?❞? ♥?❝❡,,✐5❡ ❞❡ 1❡♣1?,❡♥5❡1 ❧❡
❝♦♠♣♦15❡♠❡♥5 ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉ ✈✐✈❛♥5 ❡5 ❢❛✐5 ❛♣♣❡❧ A ✉♥ ❝❡15❛✐♥ ♥♦♠❜1❡ ❞❡ ❧♦✐, ❞✬?✈♦❧✉5✐♦♥
❞❡, ❡,♣D❝❡, ❣?♥?1❛❧❡♠❡♥5 ♥♦♥✲❧✐♥?❛✐1❡,✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡, ❧♦✐, ❞❡ ▼♦♥♦❞✱ ❞✬❍❛❧❞❛♥❡ ✭❲❛♥❣✱
✶✾✼✾✮ ♣❧✉, ♦✉ ♠♦✐♥, ❝♦♠♣❧❡①❡, ❡♥ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣1?❝✐,✐♦♥ ❞♦♥♥?✱ ♠❛✐, ❞❡ 5♦✉5❡
❢❛W♦♥ ❛♣♣1♦❝❤?❡,✳ ❈❡55❡ ❝♦♠♣❧❡①✐5? ,✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❜✐❡♥ ,♦✉✈❡♥5 ❞✬✉♥ ❣1❛♥❞ ♥♦♠❜1❡
❞❡ ♣❛1❛♠D51❡, A ❞?5❡1♠✐♥❡1✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ❝♦❡①✐,5❡♥5 ❞❡ ♥♦♠❜1❡✉① ♣❤?♥♦♠D♥❡, ♣❤②,✐2✉❡,
♣❡15✉1❜❛5❡✉1, ✭?❝❧❛✐1❡♠❡♥5✱ 5❡♠♣?1❛5✉1❡✱ X❍✱❝♦♥❞✐5✐♦♥, ❡①♣?1✐♠❡♥5❛❧❡,✮ 2✉✐ ✐♥✢✉❡♥5 ,✉1
❧❡ ❜✐♦♣1♦❝?❞? ❡5 2✉✐✱ ,✬✐❧, ❞♦✐✈❡♥5 Z51❡ ♣1✐, ❡♥ ❝♦♠♣5❡✱ ♥?❝❡,,✐5❡♥5 ❧✬✉5✐❧✐,❛5✐♦♥ ❞❡ 1❡❧❛5✐♦♥,
❞❡ ❝♦♠♣♦15❡♠❡♥5 ,✉♣♣❧?♠❡♥5❛✐1❡, ♦✉ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ♣❛1❛♠D51❡, ❞❡ ♠♦❞D❧❡, ❞✐✛?1❡♥5, ❡♥
❢♦♥❝5✐♦♥ ❞❡, ❝♦♥❞✐5✐♦♥, ♦♣?1❛5♦✐1❡,✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐5✱ ♦♥ ❛❜♦✉5✐5 A ✉♥ ♠♦❞D❧❡ ❞❡ ,51✉❝5✉1❡
❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✈❡❝ ❞❡ 5♦✉5❡ ❢❛W♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣1?❝✐,✐♦♥ ❞❛♥, ❧❛ ♠♦❞?❧✐,❛5✐♦♥ ❡5 ❞❡, ❞✐✣❝✉❧5?, ❧♦1,
❞❡ ❧✬✐❞❡♥5✐✜❝❛5✐♦♥ ❞❡, ♣❛1❛♠D51❡, A ❝❛✉,❡ ❞❡ ♣1♦❜❧D♠❡, ❞❡ ,❡♥,✐❜✐❧✐5? ❞❡ ❧❛ ,♦❧✉5✐♦♥ ❡5
❞❡ ,✉1♣❛1❛♠?51✐,❛5✐♦♥ ❞✉❡ A ✉♥ ♥♦♠❜1❡ ❞❡ ❞♦♥♥?❡, ❡①♣?1✐♠❡♥5❛❧❡, ❧✐♠✐5? ✭❇♦✐❧❧❡1❡❛✉①
✶✶✽
❈❤❛♣✐%&❡ ✼✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧❛%✐♦♥1 ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡1 ❞❛♥1 ❧❡
❝❛1 ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❤②❜&✐❞❡
❡# ❋❧❛✉(✱ ✷✵✵✸✮✳ ❈❡##❡ (❡❝#✐♦♥ 4❡♣4❡♥❞ ❡# ♣♦✉4(✉✐# ❧❡( #4❛✈❛✉① ❞9✈❡❧♦♣♣9( ❞❛♥( ✭❋❧❛✉(
❡# ❆❞4♦#✱ ✷✵✵✼✮ ❞9♠♦♥#4❛♥# >✉✬✐❧ ❡(# ♣♦((✐❜❧❡ ❞❡ 4❡♠♣❧❛❝❡4 ❧❡( 4❡❧❛#✐♦♥( ♠❛#❤9♠❛#✐>✉❡(
❝♦♠♣❧❡①❡( ✉#✐❧✐(9❡( ♣♦✉4 ❞9❝4✐4❡ ❧❛ ❝✐♥9#✐>✉❡ ❞❡ ❧❛ 49❛❝#✐♦♥ ♣❛4 ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦❞C❧❡(
❧✐♥9❛✐4❡( ❝♦♠♠✉#9( ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐#❡4 ❧❛ (✉4✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ #❡❧ (②(#C♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳
✸✳✷ #$%&❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦♣$♦❝%❞%
❇4✐C✈❡♠❡♥#✱ ✉♥ ♣4♦❝9❞9 ♠❛♥✉❢❛❝#✉4✐❡4 ❜✐♦❝❤✐♠✐>✉❡ ❝♦♥(✐(#❡ ❡♥ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉(✐❡✉4(
49❛❝#✐♦♥( ♠❡##❛♥# ❡♥ ❥❡✉ ❞❡( ❜❛❝#94✐❡( ✉#✐❧✐(9❡( ♣♦✉4 (②♥#❤9#✐(❡4 ✉♥ ♣4♦❞✉✐# ❞9(✐49 ♣❛4
❞9❣4❛❞❛#✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉(✐❡✉4( (✉❜(#4❛#( ❞♦♥♥9( ❞❛♥( ✉♥ ❜✐♦49❛❝#❡✉4 ✭♦✉ ❢❡4♠❡♥#❡✉4✮✳ ❆
❧✬✐((✉❡✱ ❧❡ ♣4♦❞✉✐# ✜♥❛❧ ❡(# ♦❜#❡♥✉ ♣❛4 (9♣❛4❛#✐♦♥ ❞❡( ❞✐✛94❡♥#( ❝♦♥(#✐#✉❛♥#( ❞✉ ♠✐❧✐❡✉
49❛❝#✐♦♥♥❡❧ ✭♣4♦❞✉✐# ❞9(✐49✱ ❜✐♦♠❛((❡✱ (✉❜(#4❛# ♥♦♥ ❝♦♥(♦♠♠9✱ ♣4♦❞✉✐#( ❞❡ (②♥#❤C(❡
❛✉#4❡(✮✳ ❆✉ ❞9❜✉#✱ ❧❡( ❜❛❝#94✐❡( (♦♥# ✐♥❥❡❝#9❡( ❞❛♥( ❧❡ ❜✐♦49❛❝#❡✉4 ♣♦✉4 ❞9♠❛44❡4 ❧❛
49❛❝#✐♦♥✱ ❞❛♥( ❞❡( ❝♦♥❞✐#✐♦♥( ♣♦✉✈❛♥# J#4❡ ❝♦♥#4❛✐❣♥❛♥#❡( ♣♦✉4 9✈✐#❡4 ❧✬✐♥#4✉(✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❡(♣C❝❡ 9#4❛♥❣C4❡✳ ❯♥❡ ❛❧✐♠❡♥#❛#✐♦♥ ❝♦♥#✐♥✉❡ ❡♥ (✉❜(#4❛# ♣❡✉# J#4❡ ✉#✐❧✐(9❡ ♣♦✉4 ❢❛✈♦4✐(❡4
❧❛ ❝4♦✐((❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦♠❛((❡✳ L♦✉4 ♠❛✐♥#❡♥✐4 ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ 49❛❝#✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥(#❛♥#✱
✉♥ ✢✉① ❝♦♥#✐♥✉ ❞❡ ♣4♦❞✉✐# ❡(# ❛❧♦4( ❡①#4❛✐# ❞✉ 49❛❝#❡✉4✳
❯♥ ❜✐♦♣4♦❝9❞9 9✈♦❧✉❛♥# ❞❛♥( ✉♥ 49❛❝#❡✉4 (✉♣♣♦(9 ♣❛4❢❛✐#❡♠❡♥# ❛❣✐#9 ♣❡✉# J#4❡ ♠♦❞9✲
❧✐(9 ❡♥ 9❝4✐✈❛♥# ❧❡( 9>✉❛#✐♦♥( ❞❡ ❜✐❧❛♥ ♣♦✉4 ❝❤❛>✉❡ ❝♦♥(#✐#✉❛♥# ✭❇❛(#✐♥ ❡# ❉♦❝❤❛✐♥✱ ✶✾✾✵✮✳
❈♦♥(✐❞94♦♥( ✉♥ ❜✐♦49❛❝#❡✉4 ❡♥ ♠♦❞❡ ❜❛#❝❤ ❞♦♥# ❧❛ ❜✐♦♠❛((❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥#4❛#✐♦♥ ❳ ❞9❣4❛❞❡
✉♥ (✉❜(#4❛# ❧✐♠✐#❛♥# ❞❡ ❝♦♥❝❡♥#4❛#✐♦♥ ❙ #♦✉# ❡♥ ❣9♥94❛♥# ✉♥ ♣4♦❞✉✐# ❡♥ >✉❛♥#✐#9 "✳ ❈❡
❜✐♦♣4♦❝9❞9 ❡(# ❞9❝4✐# ♣❛4 ❧❡( #4♦✐( 9>✉❛#✐♦♥( ❛❧❣9❜4♦✲❞✐✛94❡♥#✐❡❧❧❡( ❝♦♠♠❡ (✉✐# ✿
r0 :
d❳(t)
dt
− µ(❙(t)) ∗ ❳(t) = 0 ✭✼✳✶✵✮
r1 :
d❙(t)
dt
+
1
❨xs
µ(❙(t)) ∗ ❳(t) = 0 ✭✼✳✶✶✮
r2 :
d"(t)
dt
− ( 1
❨xp
∗ µ(❙(t)) + β) ∗ ❳(t) = 0 ✭✼✳✶✷✮
❈❡( #4♦✐( 9>✉❛#✐♦♥( ✭✼✳✶✵✮✱ ✭✼✳✶✶✮ ❡# ✭✼✳✶✷✮ 4❡♣49(❡♥#❡♥# 4❡(♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ❧❡ 4❛♣♣♦4#
❡♥#4❡ ❧❛ ✈❛4✐❛❜❧❡ ❞❡ ❜✐♦♠❛((❡ ♣4♦❞✉✐#❡ ❳ ❡# ❧❛ ✈❛4✐❛#✐♦♥ ❞❡ (✉❜(#4❛# ❝♦♥(♦♠♠9 ❙✱ ❧❡
#❛✉① (♣9❝✐✜>✉❡ ❞❡ ❝4♦✐((❛♥❝❡ ❡♥ ❜✐♦♠❛((❡ µ ❞9♣❡♥❞❛♥# ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥#4❛#✐♦♥ ❡♥ (✉❜(#4❛#
❙✱ ❡# ✜♥❛❧❡♠❡♥# ❧❛ ✈❛4✐❛#✐♦♥ ❞❡ >✉❛♥#✐#9 ❞❡ ♣4♦❞✉✐# ❣9♥949❡ "✳ ❊♥ ♥♦#❛♥# ❚ e ❧❛ ♣94✐♦❞❡
❞✬9❝❤❛♥#✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡# k ❧✬✐♥❞❡①❡ ❞❡ ❧✬9❝❤❛♥#✐❧❧♦♥✱ ❧❛ ❞✐(❝49#✐(❛#✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞C❧❡ ❝♦♥#✐♥✉ ✭✼✳✶✵
✶✶✾
✲ ✼✳✶✷✮ ❝♦♥❞✉✐- . ❧❛ 1❡♣145❡♥-❛-✐♦♥ ❞✬4-❛- 5✉✐✈❛♥-❡ ✿
r0 : ❳(k)(1 + ❚e ∗ µ(k))− ❳(k + 1) = 0 ✭✼✳✶✸✮
r1 : ❙(k)− ❚e
❨xs
∗ µ(k) ∗ ❳(k))− ❙(k + 1) = 0 ✭✼✳✶✹✮
r2 : $(k) + ❚e ∗ (µ(k)
❨xp
+ β) ∗ ❳(k)− $(k + 1) = 0 ✭✼✳✶✺✮
✭✼✳✶✻✮
. ❧❛>✉❡❧❧❡ ✈✐❡♥♥❡♥- 5✬❛❥♦✉-❡1 ❧❡5 4>✉❛-✐♦♥5 ❞❡ ♠❡5✉1❡5
r3 : ❙(k)− ❨1(k) = 0 ✭✼✳✶✼✮
r4 : $(k)− ❨2(k) = 0 ✭✼✳✶✽✮
❆✈❡❝ ❈d ❂ ④c0, c1, c2, c3, c4⑥✱ ❨ ❂④❨1✱ ❨2⑥ ❡- ❳❂④❳✱❙✱ $⑥✳ ▲❡5 ♣❛1❛♠H-1❡5 ❨ xs✱
❨ xp ❡- β 5♦♥- ❝♦♥5-❛♥-5 ❡- ❝♦♥♥✉5✳ ❆✜♥ ❞✬❛✈♦✐1 ♣❧✉5 ❞❡ ❞4-❛✐❧5 5✉1 ❧❛ -1❛♥5❢♦1♠❛-✐♦♥
❞❡5 4>✉❛-✐♦♥5 ❛❧❣4❜1♦✲❞✐✛41❡♥-✐❡❧❧❡5 ❛✉① 4>✉❛-✐♦♥5 ❞✐5❝1H-❡5 ❝✐✲❞❡55✉5✱ ✈❡✉✐❧❧❡③ ❝♦♥5✉❧-❡1
✭❋❧❛✉5 ❡- ❆❞1♦-✱ ✷✵✵✼❀ ❆❞1♦- ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❊♥ ❢❛✐-✱ ❝❤♦✐5✐1 ✉♥❡ ❧♦✐ ❞4❝1✐✈❛♥- ❧❛ ❝✐♥4-✐>✉❡ ❞❡
❧❛ 14❛❝-✐♦♥✱ . 5❛✈♦✐1 ❧✬4✈♦❧✉-✐♦♥ ❞✉ -❛✉① ❞❡ ❝1♦✐55❛♥❝❡✱ . ♣❛1-✐1 ❞❡ ❞♦♥♥4❡5 ❡①♣41✐♠❡♥-❛❧❡5
5♦✉✈❡♥- -1H5 ❜1✉✐-4❡5✱ ❡5- ✉♥❡ 14❡❧❧❡ ❞✐✣❝✉❧-4✳ ▲❡ ♣❛1-✐ ♣1✐5 ❞❛♥5 ❝❡5 ❝♦♥❞✐-✐♦♥5 ❡5- ❞❡
1❡-❡♥✐1 ❧❛ 5-1✉❝-✉1❡ ❧❛ ♣❧✉5 5✐♠♣❧❡ ♣♦55✐❜❧❡ ♣❡1♠❡--❛♥- ❞❡ 1❡♣145❡♥-❡1 ❝♦11❡❝-❡♠❡♥- ❧❡5
❞♦♥♥4❡5✳ ❆✐♥5✐ ❞❛♥5 ❝❡ >✉✐ 5✉✐-✱ ❧❡ -❛✉① 5♣4❝✐✜>✉❡ ❞❡ ❝1♦✐55❛♥❝❡ µ✭k✮ ❡5- ♠♦❞4❧✐54 ❡♥
-❛♥- >✉❡ ♣❛1❛♠H-1❡ ✐♥❝❡1-❛✐♥✱ ❝✬❡5-✲.✲❞✐1❡ ♣❛1 ✉♥ ✐♥-❡1✈❛❧❧❡ ✭5✉♣♣♦54 ✐♥✈❛1✐❛♥- ❡- ✉♥✐>✉❡
♣♦✉1 ❝❤❛>✉❡ ♠♦❞❡ mi ❞♦♥♥4✮✳ ▲✬✐❞4❡ ♣1✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡5- ❞❡ ❞✐✈✐5❡1 ❧✬❡5♣❛❝❡ ❞✬4-❛- ❡♥ ♣❧✉5✐❡✉15
5♦✉5 ❞♦♠❛✐♥❡5 ♣❡1♠❡--❛♥- ❞❡ ❞4✜♥✐1 ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡♠❡♥- 5✉1 ❧❡>✉❡❧ ❧❡
♣❛1❛♠H-1❡ µ✭k✮ 5❡1❛ ❞4✜♥✐ ♣❛1 ✉♥ 5✉♣♣♦1- 5♣4❝✐✜>✉❡✳ V❧✉5 ❝♦♥❝1H-❡♠❡♥-✱ ❧❡ 5✉♣♣♦1- ✐♥✐-✐❛❧
[µ] ❡5- ❞✐✈✐54 ❡♥ ♣❧✉5✐❡✉15 ✐♥-❡1✈❛❧❧❡5 ♣❧✉5 ♣❡-✐-5 [µ]i ❞♦♥- ❧✬✉♥✐♦♥ ❝♦✉✈1❡ [µ]✳ ❈❤❛>✉❡ ♠♦❞❡
❡5- ❝❛1❛❝-41✐54 ♣❛1 ✉♥ 5✉♣♣♦1- ✐♥-❡1✈❛❧❧❡ [❙]i ❛♣♣1♦♣1✐4 ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥-1❛-✐♦♥ ❡♥ 5✉❜5-1❛-
❙ ❞4✜♥✐55❛♥- 5♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐-4✳ ▲❡ ime ♠♦❞❡ ❞❡✈✐❡♥- ❛❝-✐❢ ❧♦15>✉❡ ❧❛ ✈❛1✐❛❜❧❡ ❙
❛♣♣❛1-✐❡♥- ❛✉ ime ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐-4 [❙]i✱ ❛✉>✉❡❧ ❝❛5 ❧❡ 5✉♣♣♦1- ❞❡ µ✭k✮ ❡5- ❞♦♥♥4 ♣❛1 [µ]i✳
V♦✉1 ✉♥❡ 4✈❛❧✉❛-✐♦♥ ❢✉-✉1❡ ❝♦11❡❝-❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞H❧❡✱ -♦✉-❡5 ❧❡5 ✈❛❧❡✉15 ♣♦55✐❜❧❡5 ❞❡ ❙ ❞♦✐✈❡♥-
❛♣♣❛1-❡♥✐1 . ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡5 ❞♦♠❛✐♥❡5 ❞❡ ✈❛❧✐❞✐-4 ✭♣❛1-✐-✐♦♥ ❝♦♠♣❧H-❡ ❞❡ ❧✬❡5♣❛❝❡ ❞✬4-❛-✮✳
▲✬✉-✐❧✐5❛-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦❞H❧❡5 ❡♥5❡♠❜❧✐5-❡5 ♣❡1♠❡- ❞✬❛♠4❧✐♦1❡1 ❧❛ ♣14❝✐5✐♦♥ ♦❜-❡♥✉❡
❣1X❝❡ ❛✉ ♣❛1-✐-✐♦♥♥❡♠❡♥- ❞✉ 14❣✐♠❡ ♦♣41❛-♦✐1❡ ❡♥ ♣❧✉5✐❡✉15 ♠♦❞❡5✱ ♣✉✐5>✉✬. ❝❤❛>✉❡ ♠♦❞❡
❝♦11❡5♣♦♥❞ ✉♥ ♠♦❞H❧❡ ❡♥5❡♠❜❧✐5-❡ ♣1♦♣1❡ ❡- >✉✐ ❡5- ❞4✜♥✐ ♣❛1
r0 : ❳(k)(1 + ❚e ∗ µ(k))− ❳(k + 1) = 0 ✭✼✳✶✾✮
r1 : ❙(k)− ❚e
❨xs
∗ µ(k) ∗ ❳(k))− ❙(k + 1) = 0 ✭✼✳✷✵✮
r2 : $(k) + ❚e ∗ (µ(k)
❨xp
+ β) ∗ ❳(k)− $(k + 1) = 0 ✭✼✳✷✶✮
r3 : ❙(k)− ❨1(k) = 0 ✭✼✳✷✷✮
r4 : $(k)− ❨2(k) = 0 ✭✼✳✷✸✮
✶✷✵
❈❤❛♣✐%&❡ ✼✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧❛%✐♦♥1 ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡1 ❞❛♥1 ❧❡
❝❛1 ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❤②❜&✐❞❡
❛✈❡❝ µ✭k✮ ∈ ❬µ❪i✱ ❙ ∈ ❬❙ ❪i
▲❡ ♣.✐♥❝✐♣❡ ❡12 ❛❧♦.1 ❞❡ ❝♦♠♠✉2❡. ❡♥2.❡ ❝❡1 ❞✐✛9.❡♥21 ♠♦❞:❧❡1 ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡
❞❛♥1 ❧❡<✉❡❧ ❧❡ 1②12:♠❡ 1❡ 2.♦✉✈❡ > ❧✬✐♥12❛♥2 ❝♦✉.❛♥2 ✭❆❞.♦2 ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❈❡❝✐ ❡12 .❡♣.91❡♥29
✈✐❛ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✭✼✳✸✮ 1✉✐✈❛♥2❡ ✿
❋✐❣✉$❡ ✼✳✸ ✕ ❉✐✈✐'✐♦♥ ❞✉ '✉♣♣♦-. [µ] ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✉ '✉❜'.-❛. ❡. ❞❡' ❞✐✛5-❡♥.' ♠♦❞❡'
7♦✉- ❝❡. ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉' ♥❡ ♣♦''5❞♦♥' ♣❛' ❞✐-❡❝.❡♠❡♥. ❧✬✐♥❢♦-♠❛.✐♦♥ ❝♦♥❝❡-♥❛♥. ❧❛
'5<✉❡♥❝❡ ❙h ❞❡' ♠♦❞❡' ❝♦♠♠❡ ♣-5'❡♥.5❡ ❞❛♥' ❧❛ '❡❝.✐♦♥ ✭✷✮ ♣-5❝5❞❡♥.❡✳ ❊❧❧❡ ❡'. ❞5✜♥✐❡
♣❛- ❧❛ ❝♦♠♣❛-❛✐'♦♥ ❡♥.-❡ ❧❡ '✉♣♣♦-. ✐♥.❡-✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥.-❛.✐♦♥ ❡♥ '✉❜'.-❛.' ♠❡'✉-5❡
♣❛- ❧❡ ❝❛♣.❡✉- ❨ 1 ❡. ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐.5 ❬❙ ❪
i
♣♦✉- ❝❤❛<✉❡ ♠♦❞❡✳ ◗✉❛♥. ❛✉① ♠♦❞❡'
mi✱ ✐❧' ♦♥. ❝❤❛❝✉♥ ❧❡ ♠F♠❡ ♠♦❞G❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦-.❡♠❡♥. ✭✼✳✶✾✮ ♠❛✐' ❛✈❡❝ ❞❡' '✉♣♣♦-.'
❞✐✛5-❡♥.' ❞❡ ✈❛❧❡✉-' ♣♦✉- ❧❡' ✈❛-✐❛❜❧❡'✳ ❆✈❛♥. ❞❡ ♣❛''❡- K ❧❛ ❣5♥5-❛.✐♦♥ ❞❡' ❘❘❆❙ ♣♦✉-
❝❡ '②'.G♠❡✱ ✐❧ ❡'. ✐♥.5-❡''❛♥. ❞❡ ❞5.❛✐❧❧❡- ❝❡ ♣-♦❝❡''✉' '❛❝❤❛♥. <✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝.✐❢ ✜♥❛❧ ❡'.
.♦✉❥♦✉-' ❞❡ ❢❛✐-❡ ❧❛ ❞5.❡❝.✐♦♥ ❞❡' ❞5❢❛✉.'✳
❊♥ ❢❛✐.✱ ❧✬5.❛. ❞✉ '②'.G♠❡ ❡'. 5✈❛❧✉5 K ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞G❧❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ♦♣5-❛.♦✐-❡ ❝♦✉-❛♥.✱
❥✉'<✉✬K ❝❡ <✉❡ ❧❡ '②'.G♠❡ ♣❛''❡ ❞❛♥' ✉♥ ♠♦❞❡ ❞✐✛5-❡♥.✳ ▲❡ ♣❛''❛❣❡ ❞❛♥' ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
♠♦❞❡ ♥❡ ♣❡✉. '❡ ♣-♦❞✉✐-❡ <✉✬K ✉♥ ✐♥'.❛♥. ❞✬5❝❤❛♥.✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ❊. ❧❛ ❝♦♠♠✉.❛.✐♦♥ ❞✉
♠♦❞❡ mi ❛✉ ♠♦❞❡ mj ❡'. ❡✛❡❝.✉5❡ '✐ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥.-❛.✐♦♥ ❡♥ '✉❜'.-❛. ❛♣♣❛-.✐❡♥. K ✉♥
❛✉.-❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐.5 [❙]i
′
✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥.✱ K ❝❛✉'❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛.✉-❡ ❡♥'❡♠❜❧✐'.❡ ❞✉ ♠♦❞G❧❡
❞❡ ❝♦♥❝❡♥.-❛.✐♦♥ ✉.✐❧✐'5 ❡. ❞❡' ✐♥❝❡-.✐.✉❞❡' '✉- ❧❡' ♠❡'✉-❡'✱ ❧❡ '✉♣♣♦-. ✐♥.❡-✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❝❡♥.-❛.✐♦♥ ❞❡ '✉❜'.-❛. ❬❙ ❪ ❞5❞✉✐. ❞❡ ❬❨ ❪ ❛✉① ❞✐✛5-❡♥.' ✐♥'.❛♥.' ♣❡✉. ❛✈♦✐- ❞❡' ✐♥.❡-✲
'❡❝.✐♦♥' ♥♦♥✲✈✐❞❡' ❛✈❡❝ ♣❧✉'✐❡✉-' ❞♦♠❛✐♥❡' ❞❡ ✈❛❧✐❞✐.5 K ❧❛ ❢♦✐'✱ ❝❡ <✉✐ ✈❡✉. ❞✐-❡ <✉✬✐❧ ❡'.
♣♦''✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐- ♣❧✉'✐❡✉-' ♠♦❞❡' ✈❛❧✐❞❡' ❛✉ ♠F♠❡ ✐♥'.❛♥. k✳ ❈❡ ♣-♦❜❧G♠❡ ❡♥❣❡♥❞-❛ ❞✐✛5✲
-❡♥.❡' ♣♦''✐❜✐❧✐.5' ♣♦✉- ♣❛''❡- ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ K ✉♥ ❛✉.-❡ ❡. ✐❧ ❡'. ✐❧❧✉'.-5 ✈✐❛ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ '✉✐✈❛♥.✳
❙✉♣♣♦'♦♥' <✉✬K ❧✬✐♥'.❛♥. k✱ ❧❡ ❝❛♣.❡✉- ❨ 1 ♥♦✉' ❞♦♥♥❡ ✉♥ '✉♣♣♦-. .❡❧ <✉❡ ❬❨ 1❪ ⊂ ❬❙ ❪0
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❞♦♥❝ ❧❡ ♠♦❞❡ ❝♦✉*❛♥, ❡-, m0✳ /✉✐- 1 ❧✬✐♥-,❛♥, k✰✶✱ ♦♥ ❛ ,♦✉❥♦✉*- ❬❨ 1❪ ⊂ ❬❙ ❪0 ❝❡ 8✉✐
✐♠♣❧✐8✉❡ 8✉❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❝♦✉*❛♥, ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛-✳ ❊♥-✉✐,❡✱ 1 ❧✬✐♥-,❛♥, k✰✷✱ ❧❡ ❝❛♣,❡✉* ❨ 1 ♥♦✉-
❞♦♥♥❡ ✉♥ -✉♣♣♦*, ,❡❧ 8✉❡ ❬❨ 1❪ ∩ ❬❙ ❪0 6= ④∅⑥ ❡, ❬❨ 1❪ ∩ ❬❙ ❪1 6= ④∅⑥✳ ❉❛♥- ❝❡ ❝❛-✱ ♦♥ ♥❡ -❛✐,
♣❛- -✬✐❧ ❡-, ❞❛♥- ❧❡ ♠♦❞❡ m1 ♦✉ m2✳ /❛* ❝♦♥-@8✉❡♥,✱ ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐* ♣*❡♥❞*❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❝❡-
❞❡✉① ♠♦❞❡-✲❧1 1 ❧✬✐♥-,❛♥, k✰✷ ❡, ❝❡ 8✉✐ ♥♦✉- ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✜❣✉*❡ -✉✐✈❛♥,❡ ✭✼✳✹✮ ✿
❋✐❣✉$❡ ✼✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ -@8✉❡♥❝❡- ❞❡ ♠♦❞❡-
❆✈❡❝ ❝❡,,❡ ✜❣✉*❡ ✭✼✳✹✮✱ ♦♥ ♣❡✉, *❡♠❛*8✉❡* 8✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉, ❛✈♦✐* ❞❡✉① ♣♦--✐❜✐❧✐,@- ❞❡
-@8✉❡♥❝❡- ❞❡ ♠♦❞❡- ❞♦♥, ❧❛ ♣*❡♠✐N*❡ ❡-, ❙h ✿④✵✭❦✮✱✵✭❦✰✶✮✱✵✭❦✰✷✮⑥ ❡, ❧❛ ❞❡✉①✐N♠❡ ❡-, ✿
④✵✭❦✮✱✵✭❦✰✶✮✱✶✭❦✰✷✮⑥✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬@8✉❛,✐♦♥ ✭✼✳✼✮✱ ✐❧ ❡-, ❞♦♥❝ ♣♦--✐❜❧❡ ❞❡ ❣@♥@*❡* ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡
❞❡ ❘❘❆❙ ♣♦✉* ❝❤❛8✉❡ -@8✉❡♥❝❡ ❙h ❞♦♥♥@❡✳ ❈❡❧❛ ✈❡✉, ❞✐*❡ ❛✉--✐ 8✉❡ ♣❧✉- ♦♥ ❛ ❞❡- ✐♥-,❛♥,-
♦T ✐❧ ② ❛ ♣❧✉-✐❡✉*- ♠♦❞❡- ✈❛❧✐❞❡- ❡♥ ♠V♠❡ ,❡♠♣-✱ ♣❧✉- ♦♥ ❛ ❞❡- -@8✉❡♥❝❡- ❞✐✛@*❡♥,❡- 8✉✐
❡♥,*❛✐♥❡*♦♥, ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❡♥-❡♠❜❧❡- ❞❡ ❘❘❆❙✳ ▲✬♦*✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡ ♣*♦❜❧N♠❡ ✈✐❡♥, ❞❡- ✐♥❝❡*✲
,✐,✉❞❡- ❞❡ ♠❡-✉*❡ ♣♦✉* ❧❡ -✉♣♣♦*, ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥,*❛,✐♦♥ ❞❡ -✉❜-,*❛, ❬❙ ❪ ❡, ✐❧ ❡-, ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡
✈✐❛ ❧❛ ✜❣✉*❡ ✭✼✳✺✮ -✉✐✈❛♥,❡ ✿
❋✐❣✉$❡ ✼✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥, -✉* ♣❧✉-✐❡✉*- ❞♦♠❛✐♥❡- ❞❡ ✈❛❧✐❞✐,@
❙✉♣♣♦-♦♥- 8✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉* *@❡❧❧❡ ❞❡ ❙ ✭k✮ ❡-, ❧❡ ♣♦✐♥, ❜❧❡✉ -✉* ❧❛ ✜❣✉*❡ ✭✼✳✺✮✳ ❆ ❝❡, ✐♥-,❛♥,✱
-♦♥ -✉♣♣♦*, ✐♥,❡*✈❛❧❧❡ ❬❙ ❪✭k✮ ❡-, ❡♥ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥, ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡- ❞❡ ✈❛❧✐❞✐,@ [❙]i ❡,
[❙]j ❝❡ 8✉✐ ✈❡✉, ❞✐*❡ 8✉✬1 ❧✬✐♥-,❛♥, k✰✶✱ ❧❡- ❞❡✉① ♠♦❞❡- mi ❡, mj -♦♥, ♣♦--✐❜❧❡-✳ ❖* ❧❛
✈❛❧❡✉* *@❡❧❧❡ ❞❡ ❙ ✭k✮ ❛♣♣❛*,✐❡♥, -❡✉❧❡♠❡♥, ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ [❙]j✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣♦--✐❜✐❧✐,@ ❞❡ ❝♦♥,✐♥✉❡*
❧❛ -@8✉❡♥❝❡ ❛✈❡❝ [❙]i ♥✬❡-, ❞♦♥❝ ♣❛- ✈❛❧✐❞❡✳ ❊♥ ❝♦♥-@8✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❞@,❡❝,✐♦♥ ❞❡ ❞@❢❛✉, ♣♦✉*
❝❡ -②-,N♠❡ ❡-, ❝♦♠♣♦-@ ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♦❜❥❡❝,✐❢ ✿
✕ ➱❧✐♠✐♥❡* ❧❡- ❢❛✉--❡- -@8✉❡♥❝❡-
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❈❤❛♣✐%&❡ ✼✳ ●+♥+&❛%✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧❛%✐♦♥1 ❞❡ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❆♥❛❧②%✐5✉❡ ❙②♠❜♦❧✐5✉❡1 ❞❛♥1 ❧❡
❝❛1 ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❤②❜&✐❞❡
✕ ❉$%❡❝%❡( ❞❡* ❞$❢❛✉%*
❊✛❡❝%✐✈❡♠❡♥%✱ ✐❧ ❡*% ❝(✉❝✐❛❧ ❞❡ ❞✐*%✐♥❣✉❡( ❝❡* ❞❡✉① ♣♦✐♥%* ♣❛(❝❡ :✉✬❡♥ ❛❝❝♦(❞ ❛✈❡❝ ❧❛
(❡♠❛(:✉❡ ✭✻✮✱ ✐❧ *✉✣% ❞✬❛✈♦✐( ✉♥ ❈❙B■ ♥♦♥ *❛%✐*❢❛✐% ♣♦✉( ❝♦♥❝❧✉(❡ :✉❡ ❧❡ *②*%E♠❡ ♥✬❡*%
♣❛* ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ♥♦(♠❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❝❡%%❡ (❡♠❛(:✉❡ ❡*% ✈❛❧✐❞❡ *❡✉❧❡♠❡♥% ♣♦✉( ❧❡*
*②*%E♠❡* :✉✐ ♥✬♦♥% ♣❛* ✉♥❡ ♠✉❧%✐%✉❞❡ ❞❡ *$:✉❡♥❝❡* ♣♦**✐❜❧❡* ❝♦♠♠❡ ❞❛♥* ❝❡ ❝❛*✳ ❊% ❧❡*
(E❣❧❡* ♣♦✉( ❧❛ ❞$%❡❝%✐♦♥ ❞❡* ❞$❢❛✉%* ♣♦✉( ❝❡ *②*%E♠❡ *♦♥% ❞♦♥❝ ✿
✕ ❯♥❡ *$:✉❡♥❝❡ ❡*% J $❧✐♠✐♥❡( *✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥* ✉♥ ❈❙B■ ❞❡ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❘❘❆❙ ❣$♥$($
❛✈❡❝ ❝❡%%❡ *$:✉❡♥❝❡ :✉✐ ♥✬❡*% ♣❛* *❛%✐*❢❛✐%✳
✕ ▲❡ *②*%E♠❡ ♥✬❡*% ♣❛* ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ♥♦(♠❛❧ *✐ %♦✉%❡* ❧❡* *$:✉❡♥❝❡* *♦♥% $❧✐♠✐♥$❡*✳
❆✈❡❝ ❝❡* (E❣❧❡*✱ ♣❛**♦♥* ♠❛✐♥%❡♥❛♥% J ❧❛ ♣($*❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡* ($*✉❧%❛%* ♦❜%❡♥✉*✳
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▲❡* ❞✐✛$(❡♥%❡* ✈❛❧❡✉(* *♦♥% ✐♥✐%✐❛❧✐*$❡* ❝♦♠♠❡ *✉✐% ✿
✕ ▲❡* ♣❛(❛♠E%(❡* ✿ ❨ xs ❂ ✵✳✵✼✱ ❨ xp ❂ ✵✳✵✶ ❡% β ❂ ✶✵✳
✕ ▲❡* ✈❛❧❡✉(* ✐♥✐%✐❛❧❡* ❞❡* ✈❛(✐❛❜❧❡* ✿ ❬❳ ❪✭✵✮ ❂ ❬✵✳✵✶✷✸✺✱✵✳✵✶✸✻✺❪❣✴❧✱ ❬❙ ❪✭✵✮ ❂
❬✸✳✾✽✵✺✱✹✳✸✾✾✺❪❣✴❧ ❡% ❬# ❪✭✵✮ ❂ ❬✵✱✵❪ ♠❧
◆♦✉* ❛✈♦♥* ❞✐✈✐*$ ❧❡ %❛✉① ❞❡ ❝♦♥❝❡♥%(❛%✐♦♥ ❞❡ *✉❜*%(❛% ❙ ❡♥ ✹ ✐♥%❡(✈❛❧❧❡* ❬❙ ❪ ❂
④[❙]0, [❙]1, [❙]2, [❙]3⑥✱ %❡❧ :✉❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❝❡* ✹ ✐♥%❡(✈❛❧❧❡* ❝♦✉✈(❡ ❬❙ ❪✱ ❝❡ :✉✐ ❝♦((❡*♣♦♥❞❡♥% J
✹ ♠♦❞❡* ❞✐✛$(❡♥%* ④m0,m1,m2,m3⑥✳ ❈❡* ✐♥%❡(✈❛❧❧❡* *♦♥% ✿
✶✳ [❙]0 ❂ ❬✷✳✽✵✵✵✶✱ ✹✳✹❪
✷✳ [❙]1 ❂ ❬✶✳✽✵✵✵✶✱ ✷✳✽❪
✸✳ [❙]2 ❂ ❬✶✳✷✵✵✵✶✱ ✶✳✽❪
✹✳ [❙]3 ❂ ❬✵✱ ✶✳✷❪
❯♥ ♣($❧E✈❡♠❡♥% %♦✉%❡* ❧❡* ❤❡✉(❡*✱ ♣❡♥❞❛♥% ✺✵ ❤❡✉(❡*✱ ♥♦✉* ❞♦♥♥❡ ❧❡* ❞❡✉① ✈❛❧❡✉(* ❞❡
❨1 ❡% ❨2 ❝❡ :✉✐ ❝♦((❡*♣♦♥❞ (❡*♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% J ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%(❛%✐♦♥ ❞❡ *✉❜*%(❛% ❙ ❡% ❧❛ :✉❛♥%✐%$
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❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❡* $✈❡♥%✉❡❧❧❡* ✐♥❝❡(%✐%✉❞❡*✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐:✉❛♥% ❧❡ ♠_♠❡ ❛❧❣♦(✐%❤♠❡ ❞❡ ❣$♥$(❛%✐♦♥
❞❡* ❘❘❆❙ ♣♦✉( ❧❡ ❝❛* ❞②♥❛♠✐:✉❡ ❤②❜(✐❞❡ ❡♥ ♣(❡♥❛♥% ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❡* ❞✐✛$(❡♥%❡* *$:✉❡♥❝❡*
❡% ❧❡* ♠_♠❡* $%❛♣❡* ♣♦✉( ❧❡* %❡*%* ❞❡ ❝♦❤$(❡♥❝❡* ❛✈❡❝ ❧❛ ♣($❝✐*✐♦♥ ❂ ✵✳✶ ✭❝❡%%❡ ♣($❝✐*✐♦♥
❡*% ❛✉**✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❞✬❛((_% ♣♦✉( ♥❡ ♣❛* ❞$❝♦✉♣❡( ❧❡* ❜♦✐%❡* ❞✬❛♣♣(♦①✐♠❛%✐♦♥ ❡①%$(✐❡✉(❡
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♥♦./❡ ♣/♦❣/❛♠♠❡ ❞C.❡❝.❡ ❜✐❡♥ ❞❛♥' ❝❡ ❝❛' )✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♣/♦❜❧E♠❡ ❞❛♥' ❧❡ '②'.E♠❡ ? ❧✬✐♥'.❛♥.
✶✷ ✭❧❡ ♠♦♠❡♥. ♦G ✐❧ ❢❛✉. ✉.✐❧✐'❡/ ❧❡' ♠❡'✉/❡' ❞❡ ❦✰✶ ♣♦✉/ ❧❡' .❡'.' ❞❡ ❝♦❤C/❡♥❝❡✮ ❡. ✐❧ ✈❛
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'❡/✈❛♥. ? ❞✐✛C/❡♥❝✐❡/ ❧❡' 'C)✉❡♥❝❡' ♥♦♥✲✈❛❧✐❞❡' ? ❝❛✉'❡ ❞❡' ❝❛❧❝✉❧' ♣❛/ ✐♥.❡/✈❛❧❧❡ ❡. ✉♥ /C❡❧
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❈❡##❡ ❢❛M♦♥ ❞❡ ✈♦✐$ ❧❡" ❝❤♦"❡" ♥♦✉" ♣❡$♠❡# ❞❡ $-♣♦♥❞$❡ ❛✉ ❞♦✉❜❧❡ ♦❜❥❡❝#✐❢ ✐♥✐#✐❛❧ ✿
✕ ❡①#$❛✐$❡ ❧❡" $❡❧❛#✐♦♥" ✈❛❧✐❞❡" 5 ♣❛$#✐$ ❞✉ ♠♦❞9❧❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦$#❡♠❡♥# ❞✬✉♥ "②"#9♠❡
❛✜♥ ❞❡ ♣$❡♥❞$❡ ❡♥ ❝♦♠♣#❡ ❧✬-✈♦❧✉#✐♦♥ ❞✉ "②"#9♠❡ ❡♥ -❧✐♠✐♥❛♥# ❧❡" $❡❧❛#✐♦♥" ❡# ❞❡"
♠❡"✉$❡" ✐♥✈❛❧✐❞❡" ❛②❛♥# ♣♦✉$ ❜✉# ❞✬❡✛❡❝#✉❡$ ❧❡ ❞✐❛❣♥♦"#✐❝ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳
✕ ❝♦♥"#$✉✐$❡✱ ❡♥ ✉#✐❧✐"❛♥# ✉♥❡ ❛♥❛❧②"❡ "②♠❜♦❧✐)✉❡ ❝♦✉♣❧-❡ ❛✈❡❝ ❧❛ #❤-♦$✐❡ ❞❡" ❣$❛♣❤❡"✱
❧❡" $❡❧❛#✐♦♥" ❞❡ $❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❛♥❛❧②#✐)✉❡ "②♠❜♦❧✐)✉❡" ✭❘❘❆❙✮ ♣♦✉$ ❧❛ ❞-#❡❝#✐♦♥ ❞❡"
❞-❢❛✉#" ❞❛♥" ❧❡ "②"#9♠❡✳
❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❡" ❘❘❆ ♥❡ "♦♥# ♣❧✉" -#❛❜❧✐❡" ❛ ♣$✐♦$✐ ❡# ✜❣-❡"✱ ♠❛✐" $❡❝♦♥"#✐#✉-" ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❡♥
✶✷✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✽✳ ❈♦♥❝❧✉/✐♦♥ ❣1♥1&❛❧❡ ❡% ♣❡&/♣❡❝%✐✈❡/
❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❥♦✉'✱ ❞❡ ❧❛ 1✉♣♣3❡11✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡1 ❝♦♥'3❛✐♥'❡1 ♠♦❞6❧✐1❛♥' ❧❡
❜♦♥ ❝♦♠♣♦3'❡♠❡♥' ❞✉ 1②1'9♠❡✳ ❊♥ 1❡ ❜❛1❛♥' 1✉3 ❧✬❛♣♣3♦❝❤❡ 1'3✉❝'✉3❡❧❧❡ ❡' ♥♦'3❡ ♠6'❤♦❞❡
1②♠❜♦❧✐=✉❡✱ ♥♦✉1 6✈✐'♦♥1 ❧❡1 ♣3♦❜❧9♠❡1 ❞✬✐1♦❧❛❜✐❧✐'6 ✭❝❛❧❝✉❧❛❜✐❧✐'6✮ ❞❡1 ✈❛3✐❛❜❧❡1 ❞❛♥1 ❧❡1
❞✐✛63❡♥'❡1 ❝♦♥'3❛✐♥'❡1 ❡♥ ❣6♥63❛♥' ❧❡1 ❘❘❆❙ 1♦✉1 ❢♦3♠❡ ❞❡1 ♣❛=✉❡'1 ❞❡ ❝♦♥'3❛✐♥'❡1 1❛♥1
❡♥ ❝♦♥1'3✉✐3❡ ❧❡1 ❡①♣3❡11✐♦♥1 ❢♦3♠❡❧❧❡1✳ ❈❡''❡ 1'3❛'6❣✐❡ ♣❡3♠❡' ❞❡ '3❛✐'❡3 ✉♥❡ ❝❧❛11❡ ❞❡
♠♦❞9❧❡1 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉1 ❧❛3❣❡✱ ♥♦'❛♠♠❡♥' H ❜❛1❡ ❞❡ 3❡❧❛'✐♦♥1 ♥♦♥✲❧✐♥6❛✐3❡✳ ▲✬6✈❛❧✉❛'✐♦♥
❞❡ ❝❡1 ♣❛=✉❡'1 ❞❡ ❝♦♥'3❛✐♥'❡1 ❡1' ❡♥1✉✐'❡ '3❛✐'6❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ K3♦❜❧9♠❡ ❞❡ ❙❛'✐1❢❛❝'✐♦♥
❞❡ ❈♦♥'3❛✐♥'❡1 ✭❈❙K✮ =✉✐ ♣❡3♠❡' ❞✬❛✉'♦♠❛'✐1❡3 ✐♥'6❣3❛❧❡♠❡♥' ♥♦'3❡ ♣3♦❝❡11✉1 ❞❡
❞✐❛❣♥♦1'✐❝✳ ❯♥ ❈❙K ❡1' 1❛'✐1❢❛✐' ❧♦31=✉✬♦♥ ♣❡✉' ♣3♦✉✈❡3 ❞❡ ❧✬❡①✐1'❡♥❝❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥1 ✉♥❡
1♦❧✉'✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❝❡''❡ 6'❛♣❡ ❞✬6✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞❡1 ❈❙K ❞6♣❡♥❞ ❢♦3'❡♠❡♥' ❞❡ ❧❛ =✉❛✲
❧✐'6 ❞❡1 ✐♥❢♦3♠❛'✐♦♥1 =✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦119❞❡ ❡' ❝✬❡1' ❧❡ ❞❡✉①✐9♠❡ ❛1♣❡❝' '3❛✐'6 ❞❛♥1 ❝❡ ♠❛♥✉1❝3✐'✳
 !✐#❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❞❡# ✐♥❝❡!*✐*✉❞❡# ✿
■❧ ❡①✐1'❡ ❞❡ ♥♦♠❜3❡✉1❡1 1♦✉3❝❡1 ❞✬✐♥❝❡3'✐'✉❞❡1 =✉✐ ♣❡✉✈❡♥' ✐♥'❡3✈❡♥✐3 1✉3 ❧❡ ♠♦❞9❧❡
❡' =✉✐ ♣♦1❡♥' ❞❡ ♥♦♠❜3❡✉① ♣3♦❜❧9♠❡1 ♣♦✉3 ❧❛ ❞6'❡❝'✐♦♥ ❡' ❧❛ ❧♦❝❛❧✐1❛'✐♦♥ ❞❡1 ❞6❢❛✉'1✳
❈❡3'❛✐♥❡1 ❞❡ ❝❡1 ✐♥❝❡3'✐'✉❞❡1 ❞6❝♦✉❧❡♥' ❞❡ ❢❛❝'❡✉31 =✉✐ 1♦♥' ✐♥'3✐♥19=✉❡♠❡♥' ❛❧6❛'♦✐3❡1✱
❞✬❛✉'3❡ 3❛✐1♦♥1 ♣3♦✈✐❡♥♥❡♥' ❞✉ ♠❛♥=✉❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐11❛♥❝❡ ✭♦✉ 6♣✐1'6♠✐=✉❡✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧✬✐♠✲
♣36❝✐1✐♦♥ ❞❡1 6=✉✐♣❡♠❡♥'1✳ ❈❡1 1♦✉3❝❡1 ❞✬✐♥❝❡3'✐'✉❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡♥' ❞✐3❡❝'❡♠❡♥' ❧❡1 361✉❧'❛'1
✐11✉1 ❞❡1 ❛♥❛❧②1❡1 ❡' ♣❡✉✈❡♥' ❝♦♥❞✉✐3❡ H ❞❡ ♠❛✉✈❛✐1❡1 ✐♥'❡3♣36'❛'✐♦♥1 1✉3 ❧❡ ❝♦♠♣♦3'❡✲
♠❡♥' ❞✉ 1②1'9♠❡✳ ❈✬❡1' ♣♦✉3 ❝❡''❡ 3❛✐1♦♥ =✉❡ ❧✬❛♣♣3♦❝❤❡ ❡♥1❡♠❜❧✐1'❡ ❛ 6'6 ❡♠♣❧♦②6❡ ♣♦✉3
361♦✉❞3❡ ❝❡' ❛1♣❡❝'✳ ❉❡1 ♥♦'✐♦♥1 ❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧❡1✱ ❛✐♥1✐ =✉❡ ❞❡1 ♠6'❤♦❞❡1 ❞❡ 361♦❧✉'✐♦♥ 1♦♥'
♣361❡♥'6❡1 ❞❛♥1 ❧❡ ❝❤❛♣✐'3❡ ✭✸✮✳ ❚❛♥❞✐1 =✉❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❤❛♣✐'3❡ ✭✺✮✱ ✉♥❡ ♣361❡♥'❛'✐♦♥ ✐♥'6❣3❛❧❡
1✉3 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡1 ♠6'❤♦❞❡1 H ❧❛ ♣3✐1❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❞❡1 ❞✐✛63❡♥'❡1 1♦✉3❝❡1 ❞✬✐♥❝❡3'✐✲
'✉❞❡1 ❡' ❧✬6✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞❡1 '❡1'1 ❞❡ ❝♦❤63❡♥❝❡ ❛ 6'6 ♣361❡♥'6❡✳ ❉❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡1 ❞❡ ♠6'❤♦❞❡1
❞❡ 361♦❧✉'✐♦♥ ♦♥' 6'6 ❛❜♦3❞6❡1 ❞♦♥' ❧❛ ♣3❡♠✐93❡ ♣♦3'❡ 1✉3 ❧❡1 ♠6'❤♦❞❡1 ❞✉ '②♣❡ ❞❡ ❜✐11❡❝✲
'✐♦♥ =✉✐ 1♦♥' ❞❡1 ❛❧❣♦3✐'❤♠❡1 36❝✉31✐❢1 ❝♦♥1✐1'❛♥' H ❞6❝♦✉♣❡3 '♦✉' ❧✬❡1♣❛❝❡ ❞❡ 3❡❝❤❡3❝❤❡ ❡♥
♣❡'✐'1 ♠♦3❝❡❛✉① ♣♦✉3 ❝❤❡3❝❤❡3 '♦✉'❡1 ❧❡1 1♦❧✉'✐♦♥1 1❛♥1 ❡♥ ♣❡3❞3❡ ❛✉❝✉♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐'6 ❞❡ ❝❡''❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦3✐'❤♠❡1 ❡1' ❛❧♦31 ❡①♣♦♥❡♥'✐❡❧❧❡ ❧✐♠✐'❛♥' ❧✬✉'✐❧✐1❛'✐♦♥ ❞❡
❝❡''❡ ❛♣♣3♦❝❤❡ H ❞❡1 ♣3♦❜❧9♠❡1 ❞❡ ♣❡'✐'❡ ❞✐♠❡♥1✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡✉①✐9♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠6'❤♦❞❡1 ❞✉
'②♣❡ 36❞✉❝'✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ◆❡✇'♦♥ ♣❛3 ✐♥'❡3✈❛❧❧❡ 1♦♥' ❞❡1 ❛❧❣♦3✐'❤♠❡1 =✉✐ ❝♦♥1✐1'❡♥'
H 3❡♠♣❧❛❝❡3 ❧✬❡1♣❛❝❡ ❞❡ 3❡❝❤❡3❝❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ♣❛3 ✉♥ ♣❧✉1 ♣❡'✐'✳ ▲❡✉3 ❝♦♠♣❧❡①✐'6 ❡1' ❜❡❛✉❝♦✉♣
♠♦✐♥1 6❧❡✈6❡ ♠❛✐1 ❡❧❧❡1 ♥❡ ♥♦✉1 ❣❛3❛♥'✐11❡♥' ♣❛1 =✉❡ ❧❡ ♣❛✈6 1❡3❛ ❡✛❡❝'✐✈❡♠❡♥' 36❞✉✐'✳
❈✬❡1' ♣♦✉3 ❝❡1 3❛✐1♦♥1 =✉❡ ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣3♦♠✐1 ♣♦✉3 ♣3♦✉✈❡3 ❞❡ ❧✬❡①✐1'❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ 1♦❧✉✲
'✐♦♥1 ♣♦✉3 ❧❡1 ❈❙K■ ❡1' ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡3 ❝❡1 ❞❡✉① ♠6'❤♦❞❡1✳ ❈❡''❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐1♦♥ ❡1' ❧❛ ❜❛1❡ ❞❡
♥♦'3❡ ♠6'❤♦❞❡ ■♥✈❡31✐♦♥✲❊♥1❡♠❜❧✐1'❡ =✉✐ 361♦✉' ❧❡ ❞❡3♥✐❡3 ♣♦✐♥' H '3❛✐'❡3 ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛❞3❡ ❞❡
❝❡1 '3❛✈❛✉① ✿
✕ 6✈❛❧✉❡3 ❝❡1 ❘❘❆❙ ❡♥ ✉'✐❧✐1❛♥' ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛3 ✐♥'❡3✈❛❧❧❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣3❡♥❞3❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧❡1
✐♥❝❡3'✐'✉❞❡1 ♣361❡♥'1 ❞❛♥1 ❧❡1 ♠❡1✉3❡1✱ ❧♦31 ❞❡1 '❡1'1 ❞❡ ❝♦❤63❡♥❝❡✳
▲✬♦✉'✐❧ ✐♥'❡3✈❛❧❧❡ ♥♦✉1 ♣❡3♠❡' ❞♦♥❝ ❞❛♥1 ✉♥ ♣3❡♠✐❡3 '❡♠♣1 ❞❡ ♠♦❞6❧✐1❡3 ❧❡1 ✐♥❝❡3✲
'✐'✉❞❡1 ❞❡ ♠♦❞9❧❡1✱ ❡' ❞❛♥1 ✉♥ 1❡❝♦♥❞ '❡♠♣1 ❞❡ 361♦✉❞3❡ ❧❡1 ❈❙K■ ❣6♥6361 ❧♦31 ❞❡ ❧❛
✶✷✼
❣$♥$&❛(✐♦♥ ❞❡- ❘❘❆❙✳
❆✉ (❡&♠❡ ❞❡ ❝❡- (&❛✈❛✉①✱ ♣❧✉-✐❡✉&- ❛①❡- ❞❡ &❡❝❤❡&❝❤❡ -♦♥( ❡♥✈✐-❛❣❡❛❜❧❡- ♣♦✉& ♣&♦❧♦♥❣❡&
❧✬$(✉❞❡ ♠❡♥$❡ ♣❡♥❞❛♥( ❝❡- (&♦✐- ❛♥-✳
✕ ▲❡ ♣&❡♠✐❡& ♣♦✐♥( ❞✬❛♠$❧✐♦&❛(✐♦♥ ?✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉( ❛♣♣♦&(❡& ♣♦✉& ♥♦(&❡ ♠$(❤♦❞❡ ✈✐❡♥(
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Annexe 
 
Les séquences possibles du bioprocédé 
 
 
Résultats obtenus avec la précision pour les tests de cohérence = 0.1 
 
 
 Résultats obtenus avec la précision pour les tests de cohérence = 0.05 
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